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α-预不变凸函数的两个新特征性质
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摘要:给出α-预不变凸函数的两个性质:1)一个实值函数是α-预不变凸函数当且仅当它是α-预不变拟凸函数且满足中间

点的α-预不变凸性;2)一个实值函数是α-预不变凸函数当且仅当它是半严格α-预不变拟凸函数且满足中间点的α-预不

变凸性。本文的结果为判断函数的α-预不变凸性提供了新的思路。
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1预备知识

在研究数学规划问题时,凸函数和广义凸函数占有很重要的位置。已有很多文献研究了中间凸函数情形下

函数成为凸函数的条件,例如文献[1]在中间点的凸性条件下,利用拟凸函数,得到了凸函数的一个判别准则;文
献[2]对半严格拟凸函数,利用中间凸性,得到了凸函数的一个有趣的特征性质。人们不断的对凸函数进行推

广,其中一个重要的推广是 Weir和 Mond[3],Weir和Jeyakwma[4]介绍的预不变凸函数,人们对预不变凸函数做

了深入的研究,获得了预不变凸函数的很多重要的特征性质,例如文献[5]在中间点的预不变凸性条件下,利用

预不变拟凸函数得到了预不变凸函数的一个判别准则;文献[6]在中间点的预不变凸性条件下,利用半严格预不

变拟凸函数得到了预不变凸函数的一个有趣的特征性质。文献[7]提出了α-不变凸集、α-预不变凸函数和α-预不

变拟凸函数。文献[8]讨论了α-预不变凸函数和α-预不变拟凸函数的关系。文献[9]提出了严格α-预不变拟凸

函数和半严格α-预不变拟凸函数,并讨论了α-预不变拟凸函数、严格α-预不变拟凸函数和半严格α-预不变拟凸

函数的性质及相互关系。文献[10]讨论了半严格α-预不变凸函数与α-预不变凸函数之间的关系,给出了一个结

论:一个实值函数是α-预不变凸函数当且仅当它是半严格α-预不变凸函数且满足中间点的α-预不变凸性。
受上述文献的启发,将文献[5-6]的结论推广到α-预不变凸函数情形,在一定条件下,讨论了α-预不变凸函数

与α-预不变拟凸函数、半严格α-预不变拟凸函数的关系,得到α-预不变凸函数的两个特征性质。并且通过将条

件加以减弱,得到了同样的结论。
以下约定集合K 是实Hilbert空间 H 的一个非空子集。α:K×K→R是实值函数,η:K×K→H 是向量值

函数。
定义1[7] 如果对于∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],有y+λα(x,y)η(x,y)∈K,则称K 是关于η 和α 的α-不变凸

集。
定义2[7] 设K 是α-不变凸集,f是定义在K 上的函数,如果对于∀x,y∈K,∀λ∈[0,1]有

f(y+λα(x,y)η(x,y))≤(1-λ)f(y)+λf(x),
则称f是K 上的α-预不变凸函数。

定义3[7] 设K 是α-不变凸集,f是定义在K 上的函数,如果对于∀x,y∈K,∀λ∈[0,1]有

f(y+λα(x,y)η(x,y))≤maxf(x),f(y{ }),
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则称f是K 上的α-预不变拟凸函数。
定义4[9] 设K 是α-不变凸集,f是定义在K 上的函数,如果对于∀x,y∈K,f(x)≠f(y),∀λ∈((0,1)有

f(y+λα(x,y)η(x,y))<maxf(x),f(y{ }),则称f是K 上的半严格α-预不变拟凸函数。
由定义2~定义4知,α-预不变凸函数是α-预不变拟凸函数和半严格α-预不变拟凸函数,反之未必成立。下

面通过反例说明,α-预不变拟凸函数和半严格α-预不变拟凸函数不一定是α-预不变凸函数。

例1 设K=[-1,0),对∀x,y∈K,令f(x)=1-x,α(x,y)=y
2
,η(x,y)=1,可以验证f是关于α和η的

α-预不变拟凸函数和半严格α-预不变拟凸函数。

但是,当x=-15
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。故f不是关于α和η的α-预不变凸函数。

为了讨论α-预不变凸函数的一些性质,将用到下面的条件和引理。
条件C[7] ∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],η和α满足下列关系式:

η(y,y+λαx,( )yη(x,y))=-λη(x,y),η(x,y+λα(x,y)η(x,y))=(1-λ)η(x,y)。
显然λ=0,η(x,y)=0⇔x=y。

条件A[7] f(y+α(x,y)η(x,y))≤f(x),∀x,y∈K。
引理1[11] ∀x,y∈K,∀λ∈(0,1),如果η和α满足下列关系式:

η(y,y+λα(x,y)η(x,y))=-λη(x,y),α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y))。
则∀γ1,γ2∈[0,1],有 α(y+γ1α(x,y)η(x,y),y+γ2α(x,y)η(x,y))=α(x,y);

η(y+γ1α(x,y)η(x,y),y+γ2α(x,y)η(x,y))=(γ1-γ2)η(x,y)。

2主要结果

下面总是假设:1)K 是关于η:K×K→H 和α:K×K→R的α-不变凸集,f:K→R;2)η满足条件C,α满足

条件α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y))=α(x,y+λα(x,y)η(x,y))。
为了本文主要结果证明的方便,先给出下面的一个结果。
定理1 设f是K 上的α-预不变凸函数,如果∃γ∈(0,1),使得

f(y+γα(x,y)η(x,y))≤γf(x)+(1-γ)f(y),∀x,y∈K。 (1)
则集合A=λ∈[0,1]f(y+λα(x,y)η(x,y))≤λf(x)+(1-λ)f(y),∀x,y∈{ }K 在[0,1]中稠密。

证明 假设A 不在[0,1]中稠密,那么存在t0∈(0,1)和t0 的一个邻域N(t0),使得

N(t0)∩A=⌀, (2)
根据条件A,可知1∈A,又显然0∈A,因此t∈At≥t{ }0 ≠⌀,t∈At≤t{ }0 ≠⌀。令

t1=inft∈At≥t{ }0 , (3)

t2=supt∈At≤t{ }0 , (4)
则根据(2)式有0≤t2<t1≤1。

因为(λ,1-λ)∈(0,1),选择γ1,γ2∈A 且γ1≥t1,γ2≤t2,使得

maxλ,1-{ }λ (γ1-γ2)<t1-t2, (5)

下面考虑t-=λγ1+(1-λ)γ2,根据引理1,有

y+t-α(x,y)η(x,y)=y+(λγ1+(1-λ)γ2)α(x,y)η(x,y)=y+γ2α(x,y)η(x,y)+
λα(y+γ1α(x,y)η(x,y),y+γ2α(x,y)η(x,y))η(y+γ1α(x,y)η(x,y),y+γ2α(x,y)η(x,y))

从而,根据(1)式和γ1,γ2∈A,有

f(y+t-α(x,y)η(x,y))=f((y+γ2α(x,y)η(x,y)+
λα(y+γ1α(x,y)η(x,y),y+γ2α(x,y)η(x,y))η(y+γ1α(x,y)η(x,y),y+γ2α(x,y)η(x,y )))≤

λf(y+γ2α(x,y)η(x,y)+(1-λ)f(y+γ2α(x,y)η(x,y)≤
λγ[ 1f(x)+(1-γ1)f(y ])+(1-λ)γ[ 2f(x)+(1-γ2)f(y ])=t-f(x)+(1-t-)f(y),
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于是t-∈A。
若t-≥t0,则根据(5)式,t--γ2=λ(γ1-γ2)<t1-t2。从而t-<t1,而t-≥t0 且t-∈A,此与(3)式矛盾。类似

地,t-≤t0 时,与(4)式矛盾。因此A 在[0,1]中稠密。 证毕

定理2 f是K 上的α-预不变凸函数的充要条件是f是K 上的α-预不变拟凸函数且∃γ∈(0,1),对∀x,y∈K,
有

f(y+γα(x,y)η(x,y))≤γf(x)+(1-γ)f(y)。 (6)
证明 必要性显然成立,只需证明充分性。用反证法。假设存在x,y∈K,β∈(0,1),有

f(y+βα(x,y)η(x,y))>βf(x)+(1-β)f(y), (7)
下面从f(x)=f(y)和f(x)≠f(y)两个方面分别进行讨论。

1)当f(x)=f(y)时,又分两种情况讨论。

(i)若0<γ<β≤1,令μ=β
-γ
1-γ

,zμ=y+μα(x,y)η(x,y),zβ=y+βα(x,y)η(x,y),则由条件C及α(x,y)=

α(x,y+λα(x,y)η(x,y)),有zβ=zμ+γα(x,zμ)η(x,zμ)。
由(6)、(7)式和f(x)=f(y)以及上式知下式成立:

f(zβ)≤γf(x)+(1-γ)f(zμ)<f(zμ) (8)

另一方面,令t=β-μ
β
,则由条件C及α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y)),有:

zμ=zβ+tα(y,zβ)η(y,zβ)
由f的α-预不变拟凸性和f(y)<f(zβ)以及上式,得f(zμ)=f(zβ+tα(y,zβ)η(y,zβ))<f(zβ)。这与(8)式矛

盾。

(ii)若0<β<γ<1,令μ=β
γ>β

,则由条件C及α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y)),有

zβ=y+γα(y,zμ)η(y,zμ)。
再由(6)、(7)式以及上式,得:

f(zβ)≤γf(zμ)+(1-γ)f(y)<f(zμ)。 (9)

另一方面,令t=μ-β1-β
,则有zμ=zβ+tα(x,zβ)η(x,zβ)。根据f 的α-预不变拟凸性和f(y)<f(zβ)以及上

式,有f(zμ)=f(zβ+tα(x,zβ)η(x,zβ))<f(zβ)。显然与(9)式矛盾。

2)当f(x)≠f(y)时。由定理1有f(y+λα(x,y)η(x,y))≤λf(x)+(1-λ)f(y),∀λ∈A。这里集A 的定

义见定理1。下面分别从f(x)<f(y)和f(x)>f(y)两个角度进行讨论。
(i)若f(x)<f(y),则从(7)式和A 在[0,1]中稠密知,存在μ∈A,μ<β,使得

μf(x)+(1-μ)f(y)<f(y+βα(x,y)η(x,y))。
即:

f(zμ)=f(y+μα(x,y)η(x,y))≤μf(x)+(1-μ)f(y)<f(y+βα(x,y)η(x,y))=f(zβ)。 (10)

令t=β-μ1-μ
,显然0<t<1。由条件C及α(x,y)=α(x,y+λα(x,y)η(x,y)),有zβ=zμ+tα(x,zμ)η(x,zμ)。

(a)若f(x)<f(zμ),从f的α-预不变拟凸性,得f(zβ)=f(zμ+tα(x,zμ)η(x,zμ))≤f(zμ),这与(10)式矛

盾。
(b)若f(x)>f(zμ),从f的α-预不变拟凸性和(7)式,有

f(zβ)=f(zμ+tα(x,zμ)η(x,zμ))<f(x)<βf(x)+(1-β)f(y)<f(zβ),
这显然又自相矛盾。

(c)若f(x)=f(zμ),用与1)相同的讨论,将推出矛盾。
(ii)若f(x)>f(y)。由(7)式和A 在[0,1]中稠密,则存在μ∈A,μ<β,使得

μf(x)+(1-μ)f(y)<f(y+βα(x,y)η(x,y)),

即f(zμ)=f(y+μα(x,y)η(x,y))≤μf(x)+(1-μ)f(y)<f(y+βα(x,y)η(x,y))=f(zβ)。令t=μ-β
μ
,则
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0<t<1,由条件C及α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y)),有zβ=zμ+tα(y,zμ)η(y,zμ)。
(a)若f(y)<f(zμ),由f的α-预不变拟凸性,有

f(zβ)=f(zμ+tα(y,zμ)η(y,zμ))≤f(zμ),
这与(10)式矛盾。

(b)若f(y)>f(zμ),由f的α-预不变拟凸性和(7)式,有

f(zβ)=f(zμ+tα(y,zμ)η(y,zμ))<f(y)<βf(x)+(1-β)f(y)<f(zβ),
这显然又自相矛盾。

(c)若f(y)=f(zμ),用与1)相同的讨论,将导出矛盾。
综上所述,有(7)式不真,即f是K 上的α-预不变凸函数。 证毕

事实上,定理2的条件可以削弱,得到如下的结论。
定理3 f是K 上的α-预不变凸函数的充要条件是f 是K 上的α-预不变拟凸函数且对∀x,y∈K,∃γ∈

(0,1),使得f(y+γα(x,y)η(x,y))≤γf(x)+(1-γ)f(y)。
注1 定理2说明,在一定条件下,当中间α-预不变凸性满足时,α-预不变凸性等同于α-预不变拟凸性。
注2 在定理2的条件下,必须要求所有的γ∈(0,1)是相同的,而定理3就不必要求各个γ∈(0,1)相同,从

而在一定程度上减弱了定理2的条件。
注3 定理2将文献[5]中的定理4.1的结果推广到α-预不变凸函数情形,建立α-预不变拟凸函数和α-预不

变凸函数的一个重要关系。

Tang在文献[9]中的定理3.3给出了α-预不变拟凸函数与半严格α-预不变拟凸函数下面的一个关系。
引理2[9] f是K 上的α-预不变拟凸函数的充要条件是f是K 上的半严格α-预不变拟凸函数且∃γ∈(0,1),

使得对∀x,y∈K,均有f(y+γα(x,y)η(x,y))≤maxf(x),f(y{ })。
下面结合引理2,建立半严格α-预不变拟凸函数和α-预不变凸函数的一个重要关系。
定理4 f是K 上的α-预不变凸函数的充要条件是f是K 上的半严格α-预不变拟凸函数且∃γ∈(0,1),使

得对∀x,y∈K,均有

f(y+γα(x,y)η(x,y))≤γf(x)+(1-γ)f(y)。 (11)
证明 根据(11)式,有

f(y+γα(x,y)η(x,y))≤γf(x)+(1-γ)f(y)≤γmaxf(x),f(y{ })+(1-γ)maxf(x),f(y{ })=maxf(x),f(y{ }),
即∃γ∈(0,1),使得对∀x,y∈K,均有

f(y+γα(x,y)η(x,y))≤maxf(x),f(y{ }) (12)
根据f的半严格α-预不变拟凸性、(12)式和引理2,可知f是K 上的α-预不变拟凸函数。从而由(11)式和

定理2,即证得f是K 上的α-预不变凸函数。 证毕

同理,定理4的条件也可以削弱,得到如下的结论。
定理5 f是K 上的α-预不变凸函数的充要条件是f是K 上的半严格α-预不变拟凸函数且对∀x,y∈K,

∃γ∈(0,1),使得

f(y+γα(x,y)η(x,y))≤γf(x)+(1-γ)f(y)。
注4 定理4和定理5说明在一定条件下,当中间α-预不变凸性满足时,α-预不变凸性等同于半严格α-预不

变拟凸性。
注5 定理4将文献[6]中的定理2的结果推广到α-预不变凸函数情形,建立了半严格α-预不变拟凸函数和

α-预不变凸函数的一个重要关系。
定理2~定理4提供了新的判别函数的α-预不变凸性的方法,见例2。

例2 设f(x)=- x ,α(x,y)=1,η(x,y)=

x-y,x≥0,y≥0
x-y,x≤0,y≤0
y-x,x≥0,y≤0
y-x,x≤0,y≥

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 0

。可以验证f是关于α和η的α-预不变

拟凸函数和半严格α-预不变拟凸函数。此外对∀x,y∈R,当λ=12
,可以验证f y+12α

(x,y)η(x,y
é

ë
êê

ù

û
úú)≤
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1
2f
(x)+12f

(y)。

故由定理2或定理4可知f是关于α和η的α-预不变凸函数。
致谢:衷心感谢杨新民教授对本文撰写提供的帮助及审稿专家提出的修改意见!
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TwoNewCharacterizationsofα-PreinvexFunction

WANGHaiying,FUZufeng,YANGXiaoshan
(DepartmentofMathematicsandPhysics,AnshunCollege,AnshunGuizhou561000,China)

Abstract:Giveninthispaperaretwocharacterizationsofα-preinvexfunctions:1)arealvaluedfunctionisα-preinvexfunctionifand
onlyifitisintermediate-pointα-preinvexandquasi-preinvex;and2)arealvaluedfunctionisα-preinvexfunctionifandonlyifitis
intermediate-pointα-preinvexandsemi-strictlyquasiα-preinvex.Ourresultsprovidenewthoughtstoverifytheα-preinvexfunction.
Keywords:α-preinvexfunction;quasiα-preinvex;semi-strictlyquasiα-preinvexfunction
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