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带有线性位置恶化及维修区间的单机排序问题
*
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摘要:讨论带有线性位置恶化及维修区间与加工时间有关的单机排序问题。工件的实际加工时间与其所在的位置线性相

关,维修区间长度与其前一组工件的完工时间线性相关。每次维修后都将机器恢复到最原始状态。目标函数为最大完工

时间和总完工时间的和。证明在最大完工时间情形下工件满足组平衡原则。对于总完工时间问题,可以转化为线性指派

问题。最后分别给出这两个问题的多项式时间算法。
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工件的实际加工时间是与工件的加工位置或者开始加工时间相关的这种现象被称为恶化效应或学习效

应[1],恶化效应大多是由于机器在加工过程中逐渐耗损,位置越靠后的工件实际加工时间会越长;学习效应大多

是由于机器在加工过程中越用越灵活,加工效率越来越快,位置越靠后的工件实际加工时间会越短。Biskup[2]

和Janiak[3]分别系统地给出了带有学习和恶化效应的排序问题的一个研究综述。更多与时间相关的排序问题可

参见Gawiejnowicz[4]。
在实际工业生产中,机器加工一段时间后,由于损耗较大,为了提高工作效率,机器需要进行维修,在维修期

间,机器不能对工件进行加工。Lee和Leon[5]首先将维修活动这一概念引入到排序问题中,并且讨论了单机环

境中的一些经典目标函数(如最大完工时间、总完工时间和、加权最大完工时间、最大延迟等)。Xue[6]等人考虑

工件的实际加工时间与位置相关,讨论有共同交货期、提前或延迟将产生储存或惩罚费用、最小化总费用问题。

Zhao[7]等人考虑带有维修活动的极小化总完工时间的平行机排序问题。Yang等人[8]研究了带有位置恶化效应

总完工时间和问题。刘春来等人[9]研究了在退化条件下工件带有维修活动的单机排序问题,其工件的实际加工

时间与其所在位置及开始加工时间有关,考虑极小化最大完工时间问题。Kabir[10]等人将前面所考虑的各种情

形,如具有学习效应、退化效应、工件实际加工时间与位置有关,与开始加工时间有关,维修区间长度与位置有关

等综合考虑,得到最一般的情形,将其融合在一起进行演算推导得到一般性的结论。
在考虑组独立情形时,组平衡原则将会被涉及到。所谓组平衡原则是n个工件分成k+1组,每组工件个数

相等或最多相差一个。Kuo等人[11]研究问题1|pjra,MP[k-1]|Cmax,并证明组平衡原则成立。Zhao等人[12]在

Kuo等人[11]的基础上对问题1|pjra,MP[k-1]|Cmax做了进一步研究,将恶化率改进为与工件Jj 相关,考虑工

件具有一般的位置恶化效应且维修区间为常数的最大完工时间问题,即模型1|pr
j=pjraj,M=k|Cmax,利用加权

二部图及线性指派得出相关算法及结论。基于Kuo等人[11]的思想,考虑工件具有恶化效应,且维修区间长度与

前一组工件的加工时间和线性相关。本文结构如下,第二部分为问题描述,第三和第四部分是最大完工时间和

总完工时间的单机排序问题的相关结论及算法描述,最后一部分是本文的结论。

1问题描述

设有n个独立工件组成集合J= J1,J2,…,J{ }n 在一台机器上加工,工件在加工过程中不可中断且零时刻都
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已到达。工件Jj 的正常加工时间为pj。机器可以进行多次维修(设为k,0≤k≤n),维修次数的上界为k0(k0≤
n-1),则n个工件被分成k+1组,每组至少有一个工件,第i组记为Gi,第i次维修记为Mi,相应的维修区间长

度记为ti。第i组所有工件的加工时间和记为Fi。每次维修都使机器恢复到最原始状态,即每次维修之后其工

作效率与第一组相同,对于一个序列π包含有k+1个组和k次维修活动,即π=[G1,M1,G2,M2,…,Gk,Mk,

Gk+1],其中k为一个决策变量。每组第r个位置工件Jj 的实际加工时间为pr
j=pj+bjr,bj>0为恶化率。第i

次维修区间长度ti=aFi,其中a>0为常量,Fi 为第i组工件实际加工时间之和。考虑目标函数最大完工时间和

总完工时间,即需要找到最佳维修次数k*及所有工件的最优序列π,使得最大完工时间及总完工时间最小。
本文研究的排序模型用三参数法[13]表示为

1pr
j=pj+bjr,bj>0,M=k,ti=aFi Cmax,1pr

j=pj+bjr,bj>0,M=k,ti=aFi ∑Cj。

给定一个序列π,若k=k0,则所有工件被分成k0+1组,记为G1,G2,…,Gk0
,Gk0+1

,每组工件个数分别记为

n1,n2,…,nk0
,nk0+1

且∑
k0+1

i=1
ni=n,第i组第r 位置的工件记为Jir,i=1,…,k0+1,r=1,…,ni,则Gi 可表示为

Gi= Ji1,Ji2,…,Jin[ ]
i
,工件Jir的正常加工时间记为pir,相应的恶化效率为bir,完工时间为Cir,则

C11=p11+b11·1,C12=p11+b11·1+p12+b12·2=∑
2

r=1
p1r+b1r·r,… ,

C1n1=∑
n1

r=1
p1r+b1r·( )r ,F1=C1n1=∑

n1

r=1
p1r+b1r·( )r ,ti=aF1=a∑

n1

r=1
p1r+b1r·( )r ,

C21=C1n1+t1+ p21+b21·( )1 =∑
n1

r=1
p1r+b1r·( )r +a∑

n1

r=1
p1r+b1r·( )r + p21+b21·( )1 ,

…

C2j=∑
n1

r=1
p1r+b1r·( )r +a∑

n1

r=1
p1r+b1r·( )r +∑

j

r=1
p2r+b2r·( )r j=1,…,n( )2 ,

…

Cij =∑
i-1

i=1
∑
nk

r=1
pir +bir·( )r +a∑

i-1

i=1
∑
n1

r=1
pir +bir·( )r +∑

j

r=1
pir +bir·( )r j=1,…,n( )i ,

…

Ck0+1,nk0+1
=∑

k0+1

i=1
∑
ni

r=1
pir +bir·( )r +a∑

k0

i=1
∑
ni

r=1
pir +bir·( )r ,

Cmax=Ck0+1,nk0+1 =∑
k0+1

i=1
∑
ni

r=1
pir +bir·( )r +a∑

k0

i=1
∑
ni

r=1
pir +bir·( )r , (1)

∑Cj=∑
k0+1

i=1
∑
ni

j=1
Cij =∑

k0+1

i=1
∑
ni

j=1
∑
i-1

i=1
∑
ni

r=1
pir +bir·( )r +a∑

i-1

i=1
∑
ni

r=1
pir +bir·( )r +∑

j

r=1
pir +bir·( )[ ]r =

∑
k0+1

i=1
∑
i

k=1
∑
ni

r=1
pir +bir·( )r +a∑

k0

i=1
∑
i

k=1
∑
ni

r=1
pir +bir·( )r 。 (2)

Hardy[14]等首次对匹配算法进行了阐述:

引理1 假设存在两个数列xi 和yi,当xi 和yi 的大小排列顺序正好相反时,乘积之和∑xiyi取得最小值。

2极小化最大完工时间问题

本节介绍带有恶化效应,工件的实际加工时间与工件所在位置线性相关,机器维修区间长度与前一组工件

的总加工时间和有关的单机排序问题,考虑目标函数为极小化最大完工时间的主要结论及算法。
定理1 对于1pr

j=pj+bjr,bj>0,M=k,ti=aFi Cmax问题,如果没有维修,则按bj 由大到小排列得到的

工件序列为最优。
证明 假设π为最优的工件序列,若不是按bj 由大到小顺序排列,则一定存在两个相邻工件有bi<bj,交换

工件Ji,Jj 位置得到序列π′,其他工件顺序均保持不变。设工件Ji 开始加工时刻为t0,工件Ji 在序列π 中完工
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时间记为Ci,在序列π′中完工时间记为C′i,则:

Ci=t0+pi+bir,Cj=t0+pi+bir+pj+bj r( )+1 ,

C′j=t0+pj+bjr,Ci'=t0+pj+bjr+pi+bir( )+1 。
序列π′中工件Ji 完工时间与序列π 中工件Jj 完工时间之差为:

C′i-Cj=t0+pj+bjr+pi+bir( )+1 -t0-pi-bir-pj-bj r( )+1 =bi-bj,
由bi<bj,则C′i-Cj<0,与π为最优序矛盾。 证毕

推论1 设C*
max表示1 pr

j=pj+bjr,bj>0,M=k,ti=aFi Cmax在k=0时的最优值,对于1|pr
j=pj+

bjr,bj>0,M=k,ti=aFi|Cmax问题,如果C*
max-∑

n

j=1
pj≤aminp{ }j ,j=1,…,n,则按bj 由大到小排列得到的工

件序列为最优序列。

证明 C*
max-∑

n

j=1
pj≤aminp{ }j ,j=1,…,n意味着由位置恶化引起的总的最大增加时间小于或等于最小

维修区间长度,则不需要维修,由定理1即得证。 证毕

由推论1可知,对于1pr
j=pj+bjr,bj>0,M=k,ti=aFi Cmax问题,若C*

max-∑
n

j=1
pj>aminp{ }j ,j=1,…,

n,a>0时,机器需要进行维修。
组平衡原则[12]:假设一台机器对n个工件进行加工,对机器进行k次维修,将工件分成k+1组,G1,G2,…,

Gk+1则ën/k( )+1 û≤ni≤ën/k( )+1 û+1。
定理2 对于1pr

j=pj+bjr,bj>0,M=k,ti=aFi Cmax,如果k固定,则存在最优序使得每组工件个数满足

组平衡原则。
证明 设π为最优序,机器维修k次,将工件分成k+1组,记为G1,G2,…,Gk+1。假设组中工件个数不满足

组平衡原则,即至少有两组所含工件个数之差大于1,若记这样的两组为Gi,Gj,各自所含工件个数分别为ni,nj,
则ni-nj>1,记π= π1,Gi,π2,Gj,π[ ]3 ,π1,π2,π3 分别为序列π 的一部分。设Gi= Ji1,Ji2,…,Jin[ ]

i
,Gj=

Jj1,Jj2,…,Jjn[ ]
j
,将Gi 中最后一个工件Jini

移到Gj 组中最后位置,形成新的组。

G
≈
i= Ji1,Ji2,…,Ji,ni[ ]-1 ,G

≈

j= Jj1,Jj2,…,Jj,nj[ ]+1 。

1)若Gi,Gj 不取最后一组,则工Ji 件在序列π 中实际加工时间及维修时间和T1,工件Ji 在序列π′中实际

加工时间及维修时间和T2 分别为:

T1=pi+bini+api+bin( )i ,T2=pi+bi nj( )+1 +api+bi nj( )[ ]+1 。
因为ni-nj>1,即ni>nj+1,a>0,bj>0,则

T2-T1=bi nj( )+1 -bini+abi nj( )+1 -bin[ ]i =bi nj( )+1 -n[ ]i +abi nj( )+1 -n[ ]i =
bi+ab( )i nj( )+1 -n[ ]i <0。

2)若Gj 取最后一组,即Gi 与Gk0+1
中工件个数之差大于1,则工件Ji 在序列π 中实际加工时间及维修时间

和T1,工件Ji 在序列π′中实际加工时间T2 分别为:

T1=pi+bini+api+bin( )i ,T2=pi+bi nk0+1( )+1 。
因为ni-nk0+1>1,即ni>nk0+1+1,a>0,bj>0,则

T2-T1=bi nk0+1( )+1 -bini-a(pi+bini)=bi nk0+1( )+1 -n[ ]i -a(pi+bi)<0。
综上可知,T2<T1,与π为最优序矛盾。 证毕

定理3 对于1pr
j=pj+bjr,bj>0,M=k,ti=aFi Cmax问题,如果k=k0 且工件按照组平衡原则分成k0+1

组,G1,G2,…,Gk0+1
,则存在最优序,其工件序列按照bj 由大到小顺序得到,且排好的工件一个接一个地分到每

组最早可用位置,即第一个工件被安排在第一组的第一个位置,第二个工件被安排在第二组的第一个位置,第
k0+1个工件被安排在第k0+1组的第一个位置,第k0+2个工件被安排在第一组的第二个位置,依此类推。

证明 设m=modn,ko( )+1 ,即m 为n 除以k0+1的余数,分m≠0和m=0两种情况阐述:

1)当m≠0时,令h=éj/k0( )+1 ù,则序列前m 组有h 个工件,其余组有h+1个工件。由

Cmax=∑
k0+1

i=1
∑
ni

r=1
pir+bir·( )r +a∑

k0

i=1
∑
ni

r=1
pir+bir·( )r =
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∑
k0+1

i=1
∑
ni

r=1
pir +a∑

k0

i=1
∑
ni

r=1
pir +∑

k0+1

i=1
∑
ni

r=1
birr+a∑

k0

i=1
∑
ni

r=1
birr

每组中位置r逐渐增大,a>0为常数,有引理1知:当
b11≥b21…≥bk+1,1≥b21≥b22≥…≥bk+1,2≥…≥b1,h-1≥b2,h-1…≥b2,h≥…≥bm,h

时,Cmax取最小。

2)当m=0时,即n个工件平均分到k0+1组中而没有剩余,同理可得,故定理得证。 证毕

定理4 对问题1pr
j=pj+bjr,bj>0,M=k,ti=aFi Cmax,工件按bj 由大到小排列,存在最优序使得工件

Jj,1≤j≤n排在某组的éj/k( )+1 ù位置。
证明 由定理1知每个组内工件都是按bj 由大到小顺序排列的。由定理3知,若要最小化最大完工时间,

需将所有工件按照bj 由大到小顺序一个按一个的安排在每组最早可用位置。当j=h(k+1),则j所有前继都安

排在第1,2,…,k组前h 位置和k+1组的前k-1位置,由定理3,则工件Jj 应排在第k+1组第h位置,即h=
éj/k( )+1 ù。当j=h(k+1)+m,1≤m≤k,则j所有前继都被安排在第1,2,…,m-1组前h+1位置和m,m+
1,…,k,k+1组前h位置,由定理3知,工件Jj 应被安排在第m 组h+1位置,即h+1= éj/k( )+1 ù,故定理得

证。 证毕

下面给出1pr
j=pj+bjr,bj>0,M=k,ti=aFi Cmax的算法。

算法1
步骤1 将所有工件按bj 由大到小顺序排列。

步骤2 判断C*
max-∑

n

j=1
pj≤aminp{ }j ,j=1,…,n,是否成立。若成立则k=0,若不成立,则进行下一步。

步骤3 按照组平衡原则对工件分组,再由(1)式计算Cmaxπ( )( )k ,k=1,…,n。
步骤4 Cmaxπk( )( )* =minCmaxπ( )( )k |1≤k≤{ }n ,则k*即为最优维修次数。
定理5 对于极小化最大完工时间问题,算法1的时间复杂性为O(nlogn)。
证明 由算法1,在步骤1中的时间复杂性为O(nlogn),对每个确定的k,时间复杂度为o(1),故其时间复

杂性为O(nlogn)。
例1 求下列工件的最佳维修次数及其极小化最大完工时间。对于7个工件需要在同一台机器上进行加

工,正常加工时间及相应的恶化率分别如下:

p1=5,p2=8,p3=6,p4=3,p5=5,p6=7,p7=4,
a=0.2,b1=0.3,b2=0.8,b3=0.7,b4=0.4,b5=0.9,b6=0.6,b7=0.5。

解 按bj 由大到小排序得序列J5→J2→J3→J6→J7→J4→J1,k=0,G1= J5,J2,J3,J6,J7,J4,J( )1 ,

∑
7

j=1
pj=38,C*

max=52,C*
max-∑

n

j=1
pj≤aminp{ }j ,j=1,…,7,故需要维修。

k=0,G1= J5,J2,J3,J6,J7,J4,J( )1 ,C*
max=52;

k=1,G1= J5,J6,J7,J( )1 ,G2= J2,J6,J( )4 ,Cmaxπ( )( )1 =51.2;

k=2,G1= J5,J6,J( )1 ,G2= J2,J( )7 ,G3= J3,J( )4 ,Cmaxπ( )( )2 =53.16;

k=3,G1= J5,J( )7 ,G2= J2,J( )4 ,G3= J3,J( )1 ,G4= J( )6 ,Cmaxπ( )( )3 =49.89;

k=4,G1= J5,J( )4 ,G2= J2,J( )1 ,G3= J( )3 ,G4= J( )6 ,G5= J( )7 ,Cmaxπ( )( )4 =50.58;

k=5,G1= J5,J( )1 ,G2= J( )2 ,G3= J( )3 ,G4= J( )6 ,G5= J( )7 ,G6= J( )4 ,Cmaxπ( )( )5 =50.32;

k=6,G1= J( )5 ,G2= J( )2 ,G3= J( )3 ,G4= J( )6 ,G5= J( )7 ,G6= J( )4 ,G7= J( )1 ,Cmaxπ( )( )6 =49.93。
由上可知k=3时为最优,Cmax=49.89,其最优工件序列为(J5,J7)→(J2,J4)→(J3,J1)→(J6)。

3极小化总完工时间问题

本节介绍1pr
j=pj+bjr,bj>0,M=k,ti=aFi ∑Cj 的主要结论及其算法,将该问题转化为指派问题进行

求解,证明极小化总完工时间是多项式可解的,其算法复杂性为O(nk0+3),其中k0 为维修次数的上界。
给定维修次数k,n个工件被分成k+1组,根据 Mosheiov[15],用pn( ,k )+1 = n1,n2,…,nk( )+1 表示每组工

件个数的分配向量,设最大维修次数为k0,则k0≤(n-1)。由(2)式知
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∑Cj=∑
k+1

i=1
∑
i

l=1
∑
nl

r=1

(plr +blr·r)+a∑
k

i=1
∑
i

l=1
∑
nl

r=1

(plr +blr·r)=

(1+a)∑
k

i=1
∑
i

l=1
∑
nl

r=1

(plr +blr·r)+∑
k+1

l=1
∑
nl

r=1

(plr +blr·r)。

令

θilr=
(1+a)(plr+blr·r),l=1,2,…,k,

plr+blr·r,l=k+1{ 。
(3)

则∑Cj=∑
k+1

i=1
∑
i

l=1
∑
nl

r=1
θilr 。

该问题可转化为指派问题进行求解,方法如下:

min ∑
k+1

i=1
∑
i

l=1
∑
nl

r=1
θilrxilr,

s.t. ∑
n

i=1
xilr =1,l=1,2,…,k+1,r=1,2,…,ni,

∑
k+1

l=1
∑
ni

r=1
xilr =1,i=1,2,…,n,

xilr =0,1,i=1,2,…,n,l=1,2,…,k+1,r=1,2,…,ni。 (4)
定义xilr ,当工件Jj 被安排在第l组第r 位置时xilr =1,否则xilr =0。对于给定维修次数k和分配向量

pn( ,k+ )1 = n1,n2,…,nk+( )1 ,解决该指派问题的时间复杂性为On( )3 ,下面考虑分配向量pn( ,k+ )1 有多

少个,对于给定的维修次数k,第Gi 组的工件个数ni 可能为1,2,…,(n-1),i=1,2,…,k+1。因此如果前k组

工件个数已知,则第k+1组工件个数也就可以唯一确定,故向量pn( ,k+ )1 个数的上界为(n-1)k≤nk0 。因

此有以下定理成立。
定理6 对于极小化总完工时间和当前问题的时间复杂性为Onk0+( )3 。

证明 对于给定的k,问题1pr
j=pj+bjr,bj>0,M=k,ti=aFi ∑Cj 可以通过指派问题求解,时间复

杂度为On( )3 ,又由于k可取0到n-1共n个值,由以上分析可知问题1|pr
j=pj+bjr,bj>0,M=k,ti=aFi|∑Cj

的时间复杂性为Onk0+( )3 。 证毕

4结论

本文研究工件的实际加工时间具有线性位置恶化效应,维修区间长度与前一组工件总加工时间和线性相关

的组独立单机排序问题。当机器没有进行维修时的最大完工时间C*
max满足C*

max-∑
n

j=1
pj ≤aminp{ }j 时,说明

机器需要进行维修。并证明极小化最大完工时间满足组平衡原则。工件按照位置恶化率不减的顺序,依次填满

每组的最早可用位置,直到将所有工件都排完,得到的工件序列为最优。证明极小化最大完工时间问题是多项

式时间可解的,其时间复杂性为Onlog( )n 。进而研究了极小化总完工时间和问题,将其转化为线性指派问题

进行求解,并证明是多项式时间可解的,其时间复杂性为Onk0+( )3 。
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SingleMachineSchedulingwithaLinearPosition
DeteriorationandRate-modifyingMaintenance

XIEQiulian,ZHANGXingong
(CollegeofMathematicsSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Inthispaper,weinvestigatesingle-machineschedulingproblemwithalinearpositionaldeteriorationeffectandmainte-
nanceinterval.Theactualprocessingtimeofjobislinearlyrelatedtoitspositionandthemaintenanceintervalislinearlyrelatedto
thetotalprocessingtimeofalljobsscheduledintheformergroup.Aftermaintenance,machinewillrestoretoitsoriginalperfect
state.Wefocusonminimizingtwoclassicalobjectives:themakespanandthetotalcompletiontimes.Weprovethatgroupbalance

principleissatisfiedunderthemakespan,andwecanconvertthetotalcompletiontimeproblemintolinearassignmentproblem.Fi-
nally,wealsopresenttwopolynomialtimealgorithmstosolvetheproposedtwoproblems.
Keywords:scheduling;deteriorationeffect;maintenanceactivity;groupbalanceprinciple
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