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带有学习效应和退化效应的加工时间与
资源有关的单机排序问题
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摘要:研究了同时带有学习效应和退化效应的加工时间与资源有关的多窗口单机排序问题。工件实际的加工时间是关于

分配资源量的凸函数,并且是关于开始加工时间的线性递增函数。每个工件都有一个交货期的窗口。若工件在此窗口中

完工,则不会产生惩罚费用;否则工件在此窗口之前或之后完工,则会产生相应的提前或延误费用。目标是确定工件最优

的加工顺序和最优的资源分配量,从而极小化总费用函数。考虑两个问题,第一个问题的目标函数是与提前、延误工件

数、窗口的开始时间、窗口的大小、资源分配量以及最大完工时间有关的函数;第二个问题的目标函数是关于提前、延误、

窗口的开始时间、窗口的大小、资源分配量以及最大完工时间的函数。针对这两个问题也分别给出了两个多项式时间算

法。
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在传统排序理论之中,其工件加工时间均是固定常数值。然而在实际问题之中,其工件加工时间可能会受

到学习效应、退化效应或增加了一些额外资源影响而发生变化。Mosheiov和Sidney[1]研究了与工件有关的学习

效应的单机排序问题,目标是极小化关于最大完工时间、总完工时间以及有关提前、延误和工期的总费用函数。

Yin等[2]讨论了带有学习效应依赖位置和时间的单机排序问题,目标是极小化最大完工时间、加权总完工时间及

最大延误时间等。Wang等[3]研究了同时带有安装时间、学习效应和退化效应的单机排序问题,目的是极小化最

大完工时间、总完工时间、加权总完工时间等。Vickson[4]首先提出加工时间可控的排序模型。Kuo和Yang[5]

研究了同时带有退化效应与公共工期的单机排序问题,目标是极小化关于提早、延误和公共工期的总费用函数,
同时给出一个多项式时间算法。Choi等[6]研究了带有可控的释放时间和加工时间的单机排序问题,目的是确定

其加工时间减少的工件数量、工件实际释放时间和最优的工件排序,从而极小化关于最大完工时间和资源分配

量的总费用函数。Shabtay和Steiner[7]针对加工时间可控的一些排序问题做出了详细的综述。
近几年来,考虑工期指派的加工时间可控的排序问题越来越受到人们的重视。Shabtay和Steiner[8]研究了

带有工期指派的加工时间可控的单机排序问题,针对CON、SLK和DIF这3种工期指派问题给出了多项式时间

算法。范雁鹏和赵传立[9]讨论了带有交货期和加工时间可控的单机排序问题,目标是确定最优的工件排序和最

优的资源分配,从而极小化关于提前、延误、交货期的开始时间和交货期大小的总费用函数。范雁鹏和赵传立[10]

考虑了同时带有学习效应和加工时间可控的排序问题,目的是确定最优的工件排序和最优的资源分配量,从而

极小化关于提前、延误工件数、交货期开始时间、交货期窗口、资源分配和最大完工时间的总费用函数。

Mosheiov和Oron[11]考虑了每个工件有一个交货期窗口的单机排序问题,目的是确定最优的工件排序极小化提

前、延误、交货期窗口的位置与大小的总费用函数。Yin等[12]研究了加工时间可控的多窗口单机排序问题,通过

确定最优排序和最优资源分配,从而极小化相应的总费用函数。针对这些不同的问题也分别给出多项式时

间算法。
本文研究了文献[12]的排序模型,将加工时间可控、学习效应和退化效应与多窗口相结合,目的是确定工件

* 收稿日期:2014-11-21    修回日期:2015-07-18    网络出版时间:2015-9-28 12:02
资助项目:辽宁省教育厅项目:医学检验流程中若干混合流水作业排序问题研究(No.L2014433)

作者简介:张俊杰,女,研究方向为排序理论;E-mail:zjjcomeon@126.com;通信作者:赵传立,教授,E-mail:zhaochuanli@synu.edu.cn
网络出版地址:http://www.cnki.net/kcms/detail/50.1165.n.20150928.1202.012.html



的最优加工顺序和最优的资源分配量,从而极小化相应的总费用函数。考虑两个问题,第一个问题的目标函数

是与提前、延误工件数量、窗口的开始时间、窗口的大小、资源分配量以及最大完工时间有关的函数;第二个问题

的目标函数是关于提前、延误、窗口的开始时间、窗口的大小、资源分配量以及最大完工时间的函数。针对这两

个问题也分别给出了两个多项式时间算法。

1问题描述

考虑有n个工件 J1,J2,…,J{ }n 在同一台机器上连续加工,所有工件都零时刻到达,机器在同一个时间内只

能加工一个工件,而且不可中断加工。设pj是工件Jj 的基本加工时间,若Jj 排在第r个位置,其开始时间为t,
则其实际加工时间可以表示为

pj=
pjraj
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+bt,uj>0 (1)

其中,k是一个正数;aj≤0是工件Jj 的学习因子;b≥0是所有工件的共同退化率;t≥0是其开始时间;uj>0是

分配给工件Jj 的资源量。
针对于每个工件Jj,有一个相应的交货期窗口 d1j,d2[ ]j ,其中d1j≤d2j。工件Jj 窗口的开始时间表示为d1

j=
pj+q1,结束时间表示为d2j=pj+q2,其中q2≥q1,q1 和q2 是与工件无关的常数。因为工件Jj 的窗口大小表示

为Dj=d2j-d1j=q2-q1≡D(j=1,2,…,n),所以全部工件的窗口大小是相同的。Ej=max0,d1j-C{ }j 表示工件

Jj 的提前。Tj=max0,Cj-d2{ }j 表示工件Jj 的延误。如果Tj>0,则Uj=1;否则Uj=0。Cmax= max
j=1,…,n

C{ }j 表

示工件的最大完工时间。α≥0,γ≥0,δ≥0,θ≥0分别表示提前、窗口的开始时间、窗口的大小和最大完工时间的

单位费用。vj≥0表示资源的分配量的单位费用。若工件Jj 发生误工,则βj 就表示误工造成的惩罚费用,β表

示的是延误时间的单位费用。两个问题的目标函数分别是:

Z=∑
n

j=1
αEj+βjUj+γd1

j +δDj+vju( )j +θCmax,

Z=∑
n

j=1
αEj+βTj+γd1

j +δDj+vju( )j +θCmax。

用三参数的表示法,本文考虑的问题可以记为如下形式:
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j +δDj+vju( )j +θCmax, (2)
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αEj+βTj+γd1

j +δDj+vju( )j +θCmax。 (3)

对于单机排序问题,Shabtay[13]和Shabtay等[14]考虑了实际加工时间如下的模型:

pj=
aj
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其中k是一个正数,aj≥0是工件Jj 正常的加工时间,而且uj>0是分配给工件Jj 的资源量;Cheng等[15]考虑

了实际加工时间如下的模型:

pj=aj+bt, (5)
其中b≥0是所有工件的共同退化率,并且t≥0是它的开始时间;Wang等[16]结合上述两种模型,从而提出了如

下的模型:

pj=
aj
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其中k是一个正数,aj≥0是工件Jj 的正常加工时间,b≥0是所有工件的共同退化率,t≥0是它的开始时间,并
且uj>0是分配给工件Jj 的资源量。本文将文献[16]的加工时间模型与学习效应相结合,考虑加工时间为(1)
式的模型。

2问题1|pj=
pjraj
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文献[12]讨论了问题
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1||∑
n

j=1
αEj+βjUj+γd1

j +δD+vju( )j ,1|pj=pj-ajuj|∑
n

j=1
αEj+βjUj+γd1

j +δD+vju( )j +θCmax。

给出了如下的引理,容易验证这些引理同样适用于问题(2)。
引理1 对于问题(2),存在最优的工件排序σ=(J[ ]1 ,J[ ]2 ,…,J[ ]n )满足如下的性质:

1)所有工件连续加工,机器无空闲状态,且第一个工件在零时刻开始加工;

2)若C[j]≤d1[j],则C[j-1]≤d1[j-1];若C[j]>d2[j],则C[j+1]>d2[j+1];

3)q1 的最优值等于C k*[ ]-1 ,q2 的最优值等于C l*[ ]-1 ,其中k*≤l*≤n,k*=max nδ-( )γ
α

,{ }0 。
引理2 对于问题(2),存在最优排序σ=(J[ ]1 ,J[ ]2 ,…,J[ ]n )满足l=maxk*,m{ }1 ≤l*≤n-m2-1=l,

其中m1 是满足minnγ+αp( )j ,n{ }δ <βj 的工件数;m2 是满足minnγ,n{ }δ >βj 的工件数。

引理3 对于问题(2),给定一个排序σ= J[ ]1 ,J[ ]2 ,…,J[ ]( )n ,给定资源分配u [ ]j 和l值,其目标函数值

可以表示为

Z=∑
k*-1

j=1
n+( )1γ+θ+α( )j p [ ]j + nδ+γ+( )θ ∑

l-1

j=k*
p[ ]j + γ+( )θ ∑
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v[ ]j u [ ]j (7)

其中,p [ ]j 表示排在位置j的工件J[j]的实际加工时间。
给定一个排序σ= J[ ]1 ,J[ ]2 ,…,J[ ]( )n 和资源分配u [ ]j ,用p[j]表示排在位置j的工件J[j](j=1,2,…,n)

的基本加工时间。工件的完工时间可以表示如下:
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其中需要说明的是:若t=0,则C[n]=∑
n

i=1
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从而工件J[j]的实际加工时间可以表示如下:
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根据引理3,将(9)式代入到(7)式中,目标函数可以经过推导整理成如下形式:
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其中: G1( )l =w1( )l +bw2( )l +b1+( )bw3( )l +…+b1+( )b n-2w ( )n l ,

G2( )l =w2( )l +bw3( )l +b1+( )bw4( )l +…+b1+( )b n-3w ( )n l ,

G3( )l =w3( )l +bw4( )l +b1+( )bw5( )l +…+b1+( )b n-4w ( )n l ,…,Gn-1( )l =wn-1( )l +bw ( )n l ,

G ( )n l =w ( )n l , (11)
并且,

wj( )l =
αj+γn( )+1 +θ,j=1,2,…,k*-1,

γ+nδ+θ,j=k*,…,l-1,

γ+θ,j=l,…,n
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î
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ïï 。
(12)

引理4 对于一个给定的l值,该问题的最优资源分配量为

u*
[j]=

kGj( )l
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× p[j]ja[j( )]
k

k+1 (13)
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证明 对(7)式中的u[j]进行求导,使其等于0,从而整理可以得到u*
[j]=

kGj( )l
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× p[j]ja[j( )]
k

k+1。 证毕

根据引理3,将(13)式代入到(7)式中,从而对于一个给定的l值,其目标函数值可以表示为:

Z=k∑
n

j=1
θ[j]ξj+∑

n

j=l+1
β[j] (14)

其中:

k=k- k
k+1+k

1
k+1,θ[j]=v[j]p[j( )]

1
k+1,ξj= Gj( )ljka[j( )]

1
k+1。 (15)

对于1≤i,j≤n,设

cij(l)=
kθjξi,i=1,…,l,

kθjξi+βj,i=l+1,…,n{ 。
(16)

设xij∈ 0,{ }1 ,如果工件Jj 在第i个位置上,那么xij=1;否则xij=0。那么对于一个给定的l,该问题可以归结

为如下的指派问题:

  min Z( )l =∑
n

i=1
∑
n

j=1
cij( )l xij,

  s.t. ∑
n

i=1
xij =1,j=1,2,…,n;∑

n

j=1
xij =1,i=1,2,…,n;xij ∈ 0,{ }1 ,i,j=1,2,…,n。 (17)

因此,对于问题1|pj=
pjraj
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αEj+βjUj+γd1

j +δDj+vju( )j +θCmax,可以给出下面的多项

式时间算法。
算法1 步骤1,令Z*=+∞,应用引理2计算出l与l的值,首先令l=l。步骤2,如果l≤l,那么执行:步骤

2.1,运用(16)式计算cij( )l ;步骤2.2,将cij( )l 值代入到指派问题(17)中求得最优排序,记最优排序为π*
( )l =

J[1],J[ ]2 ,…,J[ ]( )n ,极小化的总费用为Z( )l ;步骤2.3,如果Z( )l <Z*,那么令Z*=Z( )l ,l*=l,π*=π*
( )l ;

步骤2.4,令l=l+1。步骤3,应用(13)式计算最优资源分配量。步骤4,应用(9)式计算最优的加工时间。

定理1 问题1|pj= pjraj
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+bt|∑
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j=1
αEj+βjUj+γd1

j +δDj+vju( )j +θCmax 通过算法1可以求得最

优的工件排序,它计算的复杂性为On( )4 。
证明 针对于一个给定的l值,指派问题(14)的解决需要的时间是O n( )3 ,然而步骤2整体需要至多

( )On 次的迭代;步骤1、步骤3和步骤4均可以在线性的时间内完成。所以,算法1计算的复杂性为On( )4 。
证毕

例1 考虑问题1|pj=
pjraj

u
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j

k

+bt|∑
n

j=1
αEj+βjUj+γd1j+δDj+vju( )j +θCmax,其中n=5,其它参数如

下:p1=3,p2=4,p3=6,p4=5,p5=2;a1=-0.4,a2=-0.6,a3=-0.3,a4=-0.2,a5=-0.5;v1=3,v2=7,

v3=5,v4=6,v5=4;β1=48,β2=27,β3=30,β4=42,β5=45;α=11,γ=5,δ=8,θ=7,k=2,b=2。

由引理1的3)得到:k*=max é
n(δ-γ)

α ù,{ }0 =max é
5×(8-5)
11 ù,{ }0 =é

15
11ù=2。

由引理2得到:m1=3,m2=0,l=maxk*,m{ }1 =3,l=n-m2-1=4。

1)令l=l=3,由(12)式可知 wj( )3 =
αj+γn( )+1 +θ,j=1,

γ+nδ+θ,j=2,

γ+θ,j=3,4,5

ì

î

í

ï
ï

ïï 。
则有 w ( )1 3 =48,w ( )2 3 =52,w ( )3 3 =12,

w ( )4 3 =12,w ( )5 3 =12。
由(11)式得到:G ( )1 3 =1088,G ( )2 3 =364,G ( )3 3 =108,G ( )4 3 =36,G ( )5 3 =12。

由(15)式得到:k=k- k
k+1+k

1
k+1=2-

2
3+2

1
3=1.89,θ[ ]1 =v [ ]1 p[1( )]

1
3=2.08。

同理可以得到θ[ ]2 =3.04,θ[ ]3 =3.11,θ[ ]4 =3.11,θ[ ]5 =2.00,则有kθ [ ]1 =3.93,kθ [ ]2 =5.75,kθ [ ]3 =
5.88,kθ [ ]4 =5.88,kθ [ ]5 =3.78。

而jka [ ]j 的矩阵由表1得到。
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表1 矩阵列表

aj 工件
位置

1 2 3 4 5
-0.4 1 1 0.57 0.42 0.33 0.28
-0.6 2 1 0.44 0.27 0.19 0.14
-0.3 3 1 0.66 0.52 0.44 0.38
-0.2 4 1 0.87 0.64 0.57 0.53
-0.5 5 1 0.50 0.33 0.25 0.20

即jka [ ]j =

1 0.57 0.42 0.33 0.28
1 0.44 0.27 0.19 0.14
1 0.66 0.52 0.44 0.38
1 0.87 0.64 0.57 0.53
1 0.50 0.33 0.25 0.

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

20

。则有

ξj= Gj( )3 jka [ ]( )j
1

k+1= Gj( )3 j2a [ ]( )j
1
3=

10.29 5.92 3.57 2.28 1.50
10.29 5.43 3.08 1.90 1.19
10.29 6.22 3.83 2.51 1.66
10.29 6.82 4.10 2.74 1.85
10.29 5.67 3.29 2.08 1.

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

34

,

则kθ[ ]jξj=

40.44 23.27 14.03 8.96 5.90
59.17 31.22 17.71 10.93 6.84
60.51 36.57 22.52 14.76 9.76
60.51 40.10 24.11 16.11 10.88
38.90 21.43 12.44 7.86 5.

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

07

,kθ [ ]jξj+β[ ]j =

88.44 71.27 62.03 56.96 53.90
86.17 58.22 44.71 37.93 33.84
90.51 66.57 52.52 44.76 39.76
102.51 82.10 66.11 58.11 52.88
83.90 66.43 57.44 52.86 50.

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

07

。

由(16)式可知cij(3)=
kθjξi,i=1,2,3,

kθjξi+βj,i=4,5{ ,
则cij( )3 =

40.44 23.27 14.03 56.96 53.90
59.17 31.22 17.71 37.93 33.84
60.51 36.57 22.52 44.76 39.76
60.51 40.10 24.11 58.11 52.88
38.90 21.43 12.44 52.86 50.

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

07

。从而应用(17)式的

指派方法得到:Z( )3 =163.67,π( )3 = 1,5,4,2,( )3 。

2)令l=l+1=4。同1)可以得到Z( )4 =141.04,π( )4 = 1,5,3,4,( )2 。
由于此时l=4=l,已经达到上限,所以循环停止。

因为Z( )3 >Z( )4 ,所以有Z*=Z( )4 =141.01,π*=π( )4 = 1,5,3,4,( )2 。由(13)式得到:u*
1 = 2G ( )1 4

v
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1
3

×

p11a( )1
2
3=19.97。同理:u*

5 =7.64,u*
3 =10.34,u*

4 =5.56,u*
2 =1.99。

3问题1|pj=
pjraj

u
æ

è

çç

ö

ø

÷÷
j

k

+bt|∑
n

j=1
αEj+βTj+γd1

j+δDj+vju( )j +θCmax

文献[11]讨论了问题1| |∑
n

j=1
αEj+βTj+γd1

j +δD( )j ,给出了下面的引理,容易验证该引理同样适用于

问题(3)。
引理5 对于问题(3),存在最优排序σ=(J[ ]1 ,J[ ]2 ,…,J[ ]n )满足以下性质:1)若C[j]≤d1[j],则C[j-1]≤

d1[j-1];2)若C[j]≥d2[j],则C[j+1]≥d2[j+1];3)在最优排序σ*= J[ ]1 ,J[ ]2 ,…,J[ ]( )n 中,存在某个k和l使得

q1=p [ ]1 +p [ ]2 +…+p [ ]k =∑
k

j=1
p [ ]j ,q2=p [ ]1 +p [ ]2 +…+p [ ]k +p k+[ ]1 +…+p [ ]l =∑

l

j=1
p [ ]j ;4)
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在最 优 排 序σ* = J[ ]1 ,J[ ]2 ,…,J[ ]( )n 中,q1 =∑
k*

j=1
p [ ]j ,q2 =∑

l*

j=1
p [ ]j ,其 中 k* = é

n(δ-γ)
α ù,l

* =

é
n(β-δ)

β ù。

对于任意一个给定的排序σ= J[ ]1 ,J[ ]2 ,…,J[ ]( )n ,由引理5的相关性质可以推导出总费用为

Z=∑
n

j=1
αEj+βTj+γd1

j +δDj+vju( )j +θCmax=∑
n

j=1
wjp [ ]j +∑

n

j=1
v [ ]j u [ ]j 。 (18)

其中:

wj=
αj+γn( )+1 +θ,j=1,…,k,

γ+nδ+θ,j=k+1,…,l,

βn-( )j +γ+θ,j=l+1,…,n

ì

î

í

ï
ï

ïï 。
(19)

将(9)式代入到(18)式中可得:

Z=∑
n

j=1
w j

p[j]ja[j]

u[j

æ

è
ç

ö

ø
÷

]

k

+b∑
j-1

i=1
1+( )b j-1-i p[i]ia[i]

u[i

æ

è
ç

ö

ø
÷

]

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

k

+∑
n

j=1
v[j]u[j]=∑

n

j=1
Wj

p[j]ja[j]

u[j

æ

è
ç

ö

ø
÷

]

k

+∑
n

j=1
v[j]u[j]。

(20)
其中:

W1=w1+bw2+b1+( )bw3+…+b1+( )b n-2wn,W2=w2+bw3+b1+( )bw4+…+b1+( )b n-3wn,

W3=w3+bw4+b1+( )bw5+…+b1+( )b n-4wn,…,Wn-1=wn-1+bwn,Wn=wn。 (21)
引理6 对于一个给定的排序,该问题的最优资源分配量为

u*
[j]=

kWj

v[j

æ

è
ç

ö

ø
÷

]

1
k+1

× p[j]ja[j( )]
k

k+1。 (22)

证明 对(20)式中的u[j]进行求导,使其等于0,从而整理可以得到u*
[j]=

kWj

v[j

æ

è
ç

ö

ø
÷

]

1
k+1

× p[j]ja[j( )]
k

k+1。 证毕

将(22)式代入到(20)式中,从而对于一个给定的排序,其目标函数值可以表示为:

Z=k∑
n

j=1
θ[j]ξj。 (23)

其中:

k=k- k
k+1+k

1
k+1,θ[j]=v[j]p[j( )]

1
k+1,ξj= Wjjka[j( )]

1
k+1。 (24)

对于1≤i,j≤n,设
λij=kθjξi, (25)

设yij∈ 0,{ }1 ,如果工件Jj 在第i个位置上,那么yij=1;否则yij=0。那么该问题可以归结为如下的指派问题:

  min Z=∑
n

i=1
∑
n

j=1
λijyij ,

  s.t. ∑
n

i=1
yij =1,j=1,2,…,n;∑

n

j=1
yij =1,i=1,2,…,n;yij ∈ 0,{ }1 ,i,j=1,2,…,n。 (26)

因此,对于问题1|pj=
pjraj

u
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

k

+bt|∑
n

j=1
αEj+βTj+γd1

j +δDj+vju( )j +θCmax可以给出下面的多项式

时间算法。

算法2 步骤1,置q1=∑
k*

j=1
p [ ]j ,q2=∑

l*

j=1
p [ ]j ,其中k*=én(δ-γ)α ù,l*=én(β-δ)β ù;步骤2,利用(25)式计

算λij;步骤3,计算指派问题(26)来确定最优的工件排序;步骤4,通过计算(22)式来确定最优的资源分配量;步
骤5,通过计算(9)式来确定最优的加工时间。

定理2 问题1|pj=
pjraj

u
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

k

+bt|∑
n

j=1
αEj+βTj+γd1

j +δDj+vju( )j +θC max通过算法2可以确定最优

的工件排序,它计算的复杂性为On( )3 。
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证明 由算法2可以知道,它主要计算在于步骤3的指派问题中,其计算复杂性为On( )3 ,而其他步骤均可

在线性时间内解决,因此,算法2的计算复杂性为On( )3 。 证毕

例2 考虑问题1|pj=
pjraj

u
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

k

+bt|∑
n

j=1
αEj+βTj+γd1

j +δDj+vju( )j +θC max,其中β=18,其他参数

与例1相同。

由引理5的4)得到:k*=énδ-( )γ
α ù=é ( )5× 8-5

11 ù=2,l*=énβ-( )δ
β ù=é ( )5× 18-8

18 ù=3。由(19)式可知

wj=
αj+γn( )+1 +θ,j=1,2,

γ+nδ+θ,j=3,

βn-( )j +γ+θ,j=4,5

ì

î

í

ï
ï

ïï 。
则有w1=48,w2=59,w3=52,w4=30,w5=12。

由(21)式得到:W1=1666,W2=559,W3=184,W4=54,W5=12。
由例1 可 知:kθ [ ]1 =3.93,kθ [ ]2 =5.75,kθ [ ]3 =5.88,kθ [ ]4 =5.88,kθ [ ]5 =3.78,jka [ ]j =

1 0.57 0.42 0.33 0.28
1 0.44 0.27 0.19 0.14
1 0.66 0.52 0.44 0.38
1 0.87 0.64 0.57 0.53
1 0.50 0.33 0.25 0.

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

20

。所以有ξj= Wjjka [ ]( )j
1

k+1= Wjj2a [ ]( )j
1
3=

11.85 6.83 4.26 2.61 1.50
11.85 6.27 3.68 2.17 1.19
11.85 7.17 4.57 2.87 1.66
11.85 7.86 4.90 3.13 1.85
11.85 6.54 3.93 2.38 1.

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

34

。

由(25)式得到:λij=kθjξi=

46.57 26.84 16.74 10.26 5.90
68.14 36.05 21.16 12.48 6.84
69.68 42.16 26.87 16.88 9.76
69.68 46.22 28.81 18.40 10.88
44.79 24.72 14.86 9.00 5.

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

07

。从而应用(26)式的指派方法得到:Z* =

120.21,π*= 1,5,2,3,( )4 。由(22)式得到:u*
1 = 2W1

v
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1
3

× p11a( )1
2
3=21.55。

同理u*
5 =8.24,u*

2 =6.08,u*
3 =6.95,u*

4 =3.75。

4结论

本文研究了同时带有学习效应和退化效应的加工时间与资源有关的多窗口单机排序问题,研究了工件实际

的加工时间是关于分配资源量的凸函数,并且是关于开始加工时间的线性递增函数的情况。讨论了两个问题,
分别给出了两个多项式时间算法。针对于其他资源分配的模型和交货期窗口的问题还有待更深入的讨论。
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OperationsResearchandCybernetics

SingleMachineSchedulingProblemswithResource-dependent
ProcessingTimesandEffectsofLearningandDeterioration

ZHANGJunjie,ZHAOChuanli
(CollegeofMathematicsandSystemScience,ShengyangNormalUniversity,Shenyang110034,China)

Abstract:Weconsidermultipleduewindowssinglemachineschedulingproblemswithbothlearninganddeteriorationeffect,in
whichthejobshavecontrollableprocessingtimes.Theactualprocessingtimeofajobisaconvexfunctionofitsresourceallocation,

andisalinearincreasingfunctionofitsstartingtime.Eachjobhasanownduewindow.Ifthejobiscompletedwithintheduewin-
dow,itwillnotbepenalty.Otherwisethejobcompletedbeforethestartingtimeoftheduewindoworaftertheendingtimeofit
willhaveearlinessortardinesscosts.Theobjectiveistodeterminetheoptimalsequenceofjobsandtheoptimalresourceallocation
soastominimizethetotalcost.Westudytwoversionsoftheproblem.Inthefirstversion,thetotalcostincludesearliness,tardi-
ness,thestartingtimeofduewindows,thesizeofduewindows,resourceallocationandmakespan;andinthesecondversionitin-
cludesearliness,thenumberoftardyjobs,thestartingtimeofduewindows,thesizeofduewindows,resourceallocationand
makespancosts.Weprovidepolynomialalgorithmsfortwoversions,respectively.
Keywords:scheduling;singlemachine;learningeffect;deteriorationeffect;controllableprocessingtimes;duewindow
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