
 2015年11月 重庆师范大学学报(自然科学版) Nov.2015
第32卷 第6期 JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) Vol.32 No.6

     DOI:10.11721/cqnuj20150623

矩阵代数的一类导子的保交换性
*

姜 景 连

(武夷学院 数学与计算机学院,福建 武夷山354300)

摘要:设Mn(F)是特征为0的域F 上的n×n阶矩阵构成的代数,讨论Mn(F)上的非退化导子的保交换性质,刻画了n>4

时这类导子的表达式中线性函数f 与非退化矩阵S 之间的关系:f(X)= c
S ∑

n

i=1
∑
n

j=1
xijAij(μjjajj -aii),其中S=

ai( )j n×n,μjj=
1,当j≠i时,

0,当j=i时{ 。
该结论推广了 Watkins的研究成果。
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矩阵空间上的线性保持问题主要研究矩阵空间上保持某些性质、关系、子集等不变量的线性映射结构,它是

矩阵理论及其应用研究中一个比较活跃的研究课题,研究成果也较为丰富。如Cao等人[1]、Alieva等人[2]研究

了矩阵空间上保秩的线性映射,Li等人[3]和Ji[4]研究了矩阵空间上保相似的线性映射,Botta等人在文献[5]中
研究了保幂零的线性映射;Watkin在文献[6]中对n(n>4)阶矩阵空间上的保交换的线性变换进行了刻画;Mar-
coux等人在文献[7]中研究了n(n≥2)的上三角矩阵代数的保交换的线性变换;Cham等人[8]以及Radjav[9]则从

不同角度研究了对称矩阵空间上的保交换的线性变换的性质。本文将对特征为0的域F 上的全矩阵代数的非

退化导子的保交换性质进行研究,主要刻画这类导子的表达式中的参数之间的关系,主要结论在定理1中给出,

它推广了文献[6]的结果。

1预备知识

为叙述方便,在下文中记I是n 阶单位矩阵,Eij(i,j=1,2,…,n)是第(i,j)位置元素为1,其余位置为0的n
阶方阵。

引理1 对{i,j,k,l}⊆ 1,2,…,{ }n ,EijEkl=
Eil,当j=k时;

0,当j≠k时{ 。
记F 是特征为0的代数闭域,Mn 是域F 上的

全体n 阶矩阵构成的线性空间。

定义1[6] 设L是n×n阶矩阵空间Mn 上的线性变换。∀A,B∈Mn,如果满足:

AB=BA⇒L(A)L(B)=L(B)L(A), (1)
则称L是Mn 上的保持交换性的线性变换。

定义2[10] 设 是域F 上的代数,D 是 上 的一个线性变换,如果D 满足:

D(a·b)=D(a)·b+a·D(b), (2)

则称D 是代数 的一个导子。
特别地,∀A,B∈ ,如果D 满足(1)式,则称导子D 是保持交换的。

引理2[6] 设L是n(n>4)阶矩阵空间Mn 上的一个保交换的非退化线性变换,则存在常数c以及非退化矩
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阵S使得:

D(X)=cS-1XS+f(X)I, (3)

或

D(X)=cS-1XTS+f(X)I, (4)

其中X∈Mn,XT 是X 的转置矩阵,f:Mn→F 是Mn 上的一个线性函数。

容易证明Mn 关于矩阵的加法、数量乘法、乘法构成一个域F 上的代数,本文中记为Mn(F)。下文中的线性

函数f与引理2是一致的。本文主要讨论矩阵代数Mn(F)上的非退化的导子的保交换性质。

2主要结果

对(3)、(4)两式,记S=(aij),S*=(Aji)是S的伴随矩阵,其中Aji是矩阵S 的第(j,i)位置元素的代数余子

式。对X=(xij)∈Mn(F),易得f(X)=∑
n

i,j=1
xijf(Eij),即f(X)由f(Eij)(i,j=1,2,…,n)决定。不妨设f(Eij)=λij,

这里λij∈F。
引理3 设D 是矩阵代数Mn(F)上的一个非退化的导子,如果D 是保持交换的,那么:

1)当n>4时以下等式成立:

Ai1ai1=Ai2ai2=…=Ainain,i=1,2,…,n。

2)当n>4时,Aikaik= S
n
,1≤i,k≤n。其中 S 是非退化矩阵S 的行列式。

证明 1)在(2)式中令a=Eii,b=Ejj,并将(3)式代入得:

c
S ∑

n

k=1
AikaijEkj +λiiEjj + c

S ∑
n

k=1
AjiajkEik +λjjEii=0。 (5)

则当i≠j时,比较(5)式两边矩阵的第(j,j)位置的元素得到:

λii=- c
S Aijaij。 (6)

另外,当i=j时比较第(i,i)位置的元素得到:

λii=- c
S Aiiaii。 (7)

综上所述,对于给定的i,λii可以表示为(6)式或(7)式的形式,由此可得结果。

2)可由1)直接得出。 证毕

引理4 设D 是矩阵代数Mn(F)上的一个非退化的导子,如果D 是保持交换的,那么当n>4且i≠j时,

λij=- c
S Aij(aii-ajj)。

证明 当n>4且i≠j时,在(2)式中令a=Eii,b=Eij,得:(I-Eii)D(Eij)=D(Eii)Eij。

再将(3)式代入,则有:

c
S ∑k≠i∑

n

l=1
AikajlEkl +∑

k≠i
λijEkk =∑

n

k=1
AikaiiEkj +λiiEij ,

并比较等式两端矩阵的第(i,j)位置的元素即得(将(4)式代入也可得证)。 证毕

定理1 设D 是n(n>4)阶矩阵代数Mn(F)上的一个保交换的非退化的导子,则存在常数c≠0以及非退化

矩阵S使得:D(X)=cS-1XS+f(X)I,或D(X)=cS-1XTS+f(X)I。其中X=(xij)∈Mn(F),XT 是X 的转置矩

阵,f是Mn(F)上的线性函数。且1)S满足:Ai1ai1=Ai2ai2=…=Ainain,i=1,2,…,n;2)∀X=(xij)∈Mn(F),

f(X)= c
S ∑

n

i=1
∑
n

j=1
xijAij(μjjajj -aii),其中μjj=

1,当j≠i时;

0,当j=i时{ 。

证明 由引理3、引理4可得。 证毕
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CommutativityPreservingofaCertainDerivationsonAlgebraofMatrices

JIANGJinglian
(DepartmentofMathematicsandComputer,WuyiUniversity,WuyishanFujian354300,China)

Abstract:LetMn(F)bethealgebraofn×nmatriceswithentriesinanalgebraicallyclosedfieldFofcharacteristic0.Ifanon-singu-
larderivationDonMn(F)preservescommutativity,wheren>4,thenDcanbedeterminedbyanon-singularmatrixSandalinear

functionf,wheretherangeoffbedeterminedbyS:f(X)= c
S ∑

n

i=1
∑
n

j=1
xijAij(μjjajj -aii),whereS= ai( )j n×n,μjj=

1,j≠i;

0,j=i{ .

ThisconclusiongeneralizestheresearchresultsofWatkins.
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