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二维非线性复Ginzburg-Landau方程的一种解法
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摘要:为了得到一类二维非线性复Ginzburg-Landau方程的周期行波解,采用变化后的F-展开法,即根据齐次平衡原则,
利用F-展开法的思想求出其行波解。由于在平面中考虑问题,首先引入了两个波速和一个频率,将原来的奇阶偏导和偶

阶偏导共存的偏微分方程化为奇阶和偶阶导数共存的非线性常微分方程;其次根据非线性项和最高阶偏导数齐次平衡可

确定复值函数中的最高次项,将常微分方程表示为一类Riccati方程的解的多项式形式的方程;再令多项式的各次幂系数

为零,利用 Maple数学软件解出用Riccati方程中的待定常数表示的波速、频率与各系数之间的关系,再把结果代入多项

式的幂级数中去;最后应用Riccati方程已知的三角函数和双曲函数表示的解,得到方程的多个包络波形式的精确解。
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Ginzburg-Landau(金茨堡-朗道)方程包含广泛而深刻的物理背景,如Benard对流问题、Taylor-Couette流

动、化学反应的湍流问题等[1-2]。它的应用很广,但是求解繁琐。近年来,许多数学以及物理工作者对Ginzburg-
Landau方程的性质和理论进行了研究,发表了大量文章,取得了丰硕的成果[3-10]。但这些文章大多是在偶阶和

奇阶偏导不共存的前提下得出的周期波解。本文在偶阶偏导和奇阶偏导共存的前提下求出了二维Ginzburg-
Landau方程的周期波解。

本文主要研究以下二维常系数非线性复Ginzburg-Landau方程

iut+12uxx+12β-i( )εuyy+ 1-i( )δ u2 u=iγu, (1)

其中u是复值函数,β,ε,δ,γ为实数,利用变化后的F-展开法[11],求出方程(1)的多个包络波形式的精确解。

1变化后的F-展开法

F-展开法是Jacobi椭圆函数、三角函数以及双曲正切函数展开法的概括。本文采用变化后的F-展开法可以

得到非线性波动方程的多个周期波解。这里以非线性二维方程为例,
Pu,ut,ux,uy,utt,uxx,uxt,uyy( ),… =0, (2)

求解(2)式的步骤如下:
1)求出方程(1)的行波解,令

ux,y,( )t =u( )ξ ,ξ=k1x+k2y+ωt, (3)
其中k1,k2,ω为待定常数。将(3)式代入(2)式,则(2)式可化为u( )ξ 的常微分方程

Pu,u′,u″( ),… =0, (4)
2)设u( )ξ 可以表示为F ( )ξ 的幂级数

ux,y,( )t =∑
N

i=0
aiFi ( )ξ ,aN ≠0 (5)

这里的aii=0,1,2,…,( )N 是待定常数,F( )ξ 满足Riccati方程

F′=P+QF2, (6)
其中P,Q 是待定常数,这里的正整数N 由非线性项和最高阶偏导数项齐次平衡决定。
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3)将(5)式代入(4)式,利用(6)式,则(4)式变成F ( )ξ 的多项式方程,令F ( )ξ 的各次幂的系数等于零,得到

a0,a1,…,aN 和k1,k2,ω的方程组。

4)解上述方程组,a0,a1,…,aN 和k1,k2,ω的关系可以用P,Q 表示,再把结果代入(5)式得到(2)式的行波

解的一般形式。
5)取P,Q 的值使得Riccati方程(6)式的解F ( )ξ 是三角函数或双曲函数,再将这样的P,Q 值和相应的

F ( )ξ 代入(2)式行波解的一般形式中,得到(2)式的周期波解。
方程(6)式有如下的解,当PQ>0时,

F( )ξ =± P
Qtan PQξ+( )C , (7)

F( )ξ =± P
Qcot PQξ+( )C 。 (8)

当PQ<0时,

F( )ξ =± -P
Q tanh -PQξ+( )C , (9)

F( )ξ =± -P
Q coth -PQξ+( )C 。 (10)

2Ginzburg-Landau方程的周期波解

令

u=eiη ( )φξ ,η=k1x+k2y-ωt,ξ=x+y-vgt, (11)
这里k1,k2 为波速,ω为角频率,vg 为群速,将(11)式代入(1)式,有

1
2 1+

( )βφ″+εk2φ′+ ω-12k21+βk( )
é
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2
2 φ+φ3-i
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3 =0,(12)

令方程(12)左端实部和虚部为零,有:
1
2 1+

( )βφ″+εk2φ′+ ω-12k21+βk( )
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2 φ+φ3=0, (13)
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÷γφ+δφ3=0。 (14)

令

( )φξ =∑
N

i=0
aiFi ( )ξ ,aN ≠0, (15)

这里a0,a1,…,aN 是待定常数,F( )ξ 满足Riccati方程,

F′=P+QF2, (16)
其中P,Q 是常数。

考虑(13),(14)式中最高阶导数项φ″ 与最高次项φ3 齐次平衡,可确定(15)式中N=1,于是

( )φξ =a0+a1F, (17)

a1≠0,a0,a1 待定。将(17)式代入(13),(14)式,并利用(16)式,合并F 的同次幂系数,则方程(13)可化为下述最

高次项为F3 的多项式:

1+( )βa1Q2+a[ ]31 F3+εk2a1Q+3a0a( )21 F2+ 1+( )βa1QP+ ω-12k21+βk( )22 a1+3a20aæ

è
ç

ö

ø
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ë
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ù
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úú1 F+

εk2a1P-12k21+βk( )22 a0+ωa0+a30=0, (18)

同理方程(14)式也可化为下述最高次项为F3 的多项式:

εa1Q2+δa[ ]31 F3+ 3δa0a21-k1+βk2-v( )g a1( )Q F2+ εa1QP-12εk22-( )γa1+3δa20aé

ë
êê

ù

û
úú1 F-

k1+βk2-v( )g a1P-12εk22-( )γa0+δa30=0, (19)

令方程(18),(19)式各次幂系数为零,得到代数方程组:

58第6期             陈兆蕙,等:二维非线性复Ginzburg-Landau方程的一种解法



F3:1+( )βa1Q2+a31=0, (20)

εa1Q2+δa31=0。 (21)
F2:εk2a1Q+3a0a21=0, (22)

3δa0a21-k1+βk2-v( )g a1Q=0。 (23)

F:1+( )βa1PQ+ ω-12k21+βk( )
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由(20),(21)式得

1+β
ε =1δ

, (28)

由方程(22),(23)得
-εk2

k1+βk2-vg
=1δ

, (29)

再由方程(24),(25),结合(28)式有

ω-12k21+βk( )22

γ-12εk
2
2

=1δ
, (30)

由(28)~(30)式可知方程(18),(19)对应系数成比例,当同时乘以非零因子后两者相同,所以解出方程(13)马上

可以确定 ( )φξ 。由(29)式可推出群速

vg=k1+βk2+εδk2, (31)
联立(28)式和(30)式,可以解出角频率ω

ω=12k21-k( )22 +γ
δ
。 (32)

解(20),(22),(24),(26)式构成的代数方程组,得到a0,a1,k1,k2,ω的关系式,以k1 为自由变量,有:

情形1:a0=0,a1=± - 1+( )βQ2,k2=0,ω=12k
2
1-ε

δPQ,其中 1+( )β <0。

情形2:a0=± 1+( )βPQ,a1=± - 1+( )βQ2,k2=±3δ -PQ,ω=12k21- 9β
2δ2+
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δ PQ,其 中

1+( )β <0。其中正负号可以任意结合,这里的PQ<0。
将以上两种情形代入(11)式,再结合(7)~(10)式及(31)式,可得(1)式有如下包络波形式的周期波解,即

u1=±ei k1x-
1
2k
2
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ε
δ( )[ ]PQ t - 1+( )βPQtan PQ x+y-k1( )t +( )C ,
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将情形2代入,有
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AMethodto2DNonlinearGinzburg-LandauEquation

CHENZhaohui1,TANGYuelong2

(1.ZhujiangCollege,SouthChinaAgriculturalUniversity,Guangzhou510900;

2.MathematicsandComputingSciences,HunanUniversityofScienceandEngineering,YongzhouHunan425199,China)

Abstract:Inthispaper,weinvestigatetheproblemofhowtogetperiodictravelingwavesolutionstoatwo-dimensionalnonlinear
complexGinzburg-Landauequation.WeextendtheF-expansionmethods,andobtainthewavesolutionsaccordingtothehomogene-
ousbalanceprinciple.Sinceweonlyconcerntheplanecase,ourapproachcouldbedividedintofollowingsteps:firstinvolvetwo-
wavevelocityandafrequency,transfertheoriginaloddandevenorderpartialderivativesofthecoexistenceofpartialdifferentiale-
quationsintooddandevenorderderivatives,coexistenceofnonlinearordinarydifferentialequations.Thenthehighestitemofthe
valuefunctioncouldbedeterminedaccordingtothenonlineartermandhighestorderpartialderivativehomogeneousbalance.The
ordinarydifferentialequationcouldbeexpressedasakindofsolutionsoftheRiccatiequationintheformofpolynomialequation.We
setallthecoefficientsofthepolynomialtozero,usinganymathematicalsoftware(suchasMathematicaorMaple)toworkoutthe
undeterminedconstantsintheRiccatiequationofwavevelocity,frequencyandtherelationshipbetweencoefficients.Wetakethere-
sultstothepowersofpolynomial.Attheend,weapplythesolutionsofRiccatiequationwhichalreadyknownfromtrigonometric
functionsandhyperbolicfunctionsandwegettheexactsolutionsoftheequationintheformofmultipleenvelopewave.
Keywords:Ginzburg-Landauequation;periodicwavesolutions;newF-expansionmethod;Riccatidifferentialequations
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