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对具有脉冲接种和分布时滞的SEIR传染病模型的定性分析
*
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摘要:脉冲免疫接种是一种很有效的控制传染病传播的方法,并且脉冲接种更接近现实生活中的实际情况。考虑了对所

有的新生儿都进行脉冲接种,从而提出一类具有脉冲接种和分布时滞的SEIR传染病模型。然后,利用脉冲模型比较原

理和分析技巧,获得系统无病周期的存在性,并利用脉冲比较原理得到了该模型的全局稳定性。最后,再次利用脉冲模型

比较原理和振荡情形的讨论,从而获得模型的持久性。
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传染病是有病毒、细菌等病原微生物和寄生虫感染人体后产生的具有传染性的疾病,给人类的生存带来了

很多的危害,严重影响着人类的生活和社会经济。在疾病传播过程中,其爆发通常具有潜伏期,即出现时滞效

应。近年来,具有时滞的传染病模型受到关注[1-3]。由于具有分布时滞的传染病模型表示在一个固定的时间段

内染病者数量的累积,因而更贴近实际。如文献[4]建立一类具有分布时滞和饱和接触率的传染病模型。另一

方面,对于像麻疹、乙肝、结核等传染病来说,采用脉冲接种是一种非常有效的控制疾病的策略[5]。这一理论最

早是由Auger等人提出,随后被应用到不同类型的传染病模型中[6-10]。
在文献[4]的SEIR传染病模型的基础上,建立如下具有脉冲接种和分布时滞的SEIR传染病模型:

S′(t)=-βS(t)I(t)
1+αS(t)+μ(E(t)+R(t))+pμI(t)-k[μ(S(t)+E(t)+R(t))+pμI(t)],t≠nT,

E′(t)=βS(t)I(t)
1+αS(t)-β∫

τ

0
f(s)S(t-s)I(t-s)e-μsds+qμI(t)-μE(t),t≠nT,

I′(t)=β∫
τ

0
f(s)S(t-s)I(t-s)e-μsds-(γ+μ)I(t),t≠nT,

R′(t)=γI(t)-μR(t)+k[μ(S(t)+E(t)+R(t))+pμI(t)],t≠nT,
S(t+)=S(t)-mμ(S(t)+E(t)+R(t))-pmI(t),t=nT,
E(t+)=E(t),t=nT,
I(t+)=I(t),t=nT,
R(t+)=R(t)+mμ(S(t)+E(t)+R(t))+pmI(t),t=nT

ì

î

í
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ï
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ï
ï
ï
ï
ï
ï 。

(1)

其中S(t)表示t时刻人群中易感者的数量,E(t)表示t时刻人群中潜伏者的数量,I(t)表示t时刻人群中染病者

的数量,R(t)表示t时刻人群中恢复者的数量;μ 为人群的出生率与死亡率;γ 为染病者到恢复者的转移率;
0<k<1为预防接种率;pμI(t)是t时刻出生的染病者的新生儿没有被垂直感染的数量(0<p<1);qμI(t)是t时

刻出生的染病者的新生儿被垂直感染后直接进入到潜伏者人群的数量(0<q<1和p+q=1);τ是潜伏期,

m(0<m<1)是转到易感染者的新生儿被成功接种的比例, β
1+αS

为饱和接触率系数;分布时滞传染率为

β∫
τ

0
f(s)S(t-s)I(t-s)e-μsds,f(t)是非负的函数且满足∫

τ

0
f(s)ds=1,∫

τ

0
sf(s)ds< ∞ 。

由模型(1)式可得到t时刻人口总数N(t)=S(t)+E(t)+R(t)+I(t),满足N′(t)≡0(t≥0),那么总的人口

规模是一个常数,不失一般性,可设N(t)=1,从而模型(1)的不变集为
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Ω= S,E,I,( )R ∈R4 0≤S,E,I,R≤1,且S+E+I+R{ }=1 。
基于生物意义,假设初始条件满足:

φ1 ( )θ ,φ2 ( )θ ,φ3 ( )θ ,φ4 ( )( )θ ∈C+=C -τ,[ ]0 ,R4( )+ ,φi ( )θ >0i=1,2,3,( )4 。
在Ω 内,模型(1)可以化简为如下形式:

S′(t)=-βS(t)I(t)
1+αS(t)+

(1-k)μ-μS(t)-μq(1-k)I(t),t≠nT,

E′(t)=βS(t)I(t)
1+αS(t)-β∫

τ

0
f(s)S(t-s)I(t-s)e-μsds+qμI(t)-μE(t),t≠nT,

I′(t)=β∫
τ

0
f(s)S(t-s)I(t-s)e-μsds-(γ+μ)I(t),t≠nT,

R′(t)=γI(t)-μR(t)+kμ-qkμI(t),t≠nT,
S(t+)=S(t)-mμ+qμmI(t),t=nT,
E(t+)=E(t),t=nT
I(t+)=I(t),t=nT,
R(t+)=R(t)+mμ-qμmI(t),t=nT

ì
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í
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(2)

在模型(2)的第一个和第三个式子里并未出现 ( )Et 和 ( )Rt ,下面将讨论系统:

S′(t)=-βS(t)I(t)
1+αS(t)+ 1-( )kμ-μS(t)-μq1-( )kI(t),t≠nT,

I′(t)=β∫
τ

0
f(s)S(t-s)I(t-s)e-μsds-(γ+μ)I(t),t≠nT,

S(t+)=S(t)-mμ+qμmI(t),t=nT,
I(t+)=I(t),t=nT

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï 。

(3)

引理1[11] 考虑脉冲系统:
dX
dt=a- ( )bXt ,t≠nT,

Xt( )+ = ( )Xt +A,t=nT{ 。
(4)

则方程(4)存在全局渐近稳定周期解: ( )Xt =a
b+

A
1-e-bTe-b t-( )nT ,nT<t≤ n( )+1T。

引理2[12] 考虑微分方程自治系统X′(t)=a1∫
τ

0
f(s)X(t-s)ds-a2X(t),a1,a2 是两个常数。如果0<a1<a2,

则lim
t→∞

( )Xt =0。

1无病周期解的存在性和稳定性

为了寻找模型(3)的无病周期解,令 ( )It =0。可得:
S′(t)= 1-( )kμ-μS(t),t≠nT,
S(t+)=S(t)-mμ,t=nT{ 。

(5)

由引理1,模型(5)的周期解为

( )St = 1-( )k - mμ
1-e-μTe

-μ t-( )nT ,nT<t≤ n( )+1T,且S*= 1-( )k - mμ
1-e-μT

。

定理1 假设R1<1,其中R1=β 1-( )k -mμ1-( )q
1-e-μ

é

ë
êê

ù

û
úúT × 1

γ+μ
,那么模型(3)的无病周期解 ( )St ,( )0 是全局

渐近稳定的。

证明 在Ω 内,由模型(3)的第一个方程和第三个方程可得:S′
(t)≤ 1-( )kμ-μS(t),t≠nT,

S(t+)≤S(t)-mμ1-( )q ,t=nT{ 。
考虑下面

的脉冲比较方程:
X′(t)= 1-( )kμ-μX(t),t≠nT,
X(t+)=X(t)-mμ1-( )q ,t=nT{ 。

(6)

由引理1求得模型(6)的全局渐近稳定的周期解:

( )Xt = 1-( )k -mμ1-( )q
1-e-μT e-μ t-( )nT ,nT<t≤ n( )+1T,且X*= 1-( )k -mμ1-( )q

1-e-μT
。
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由脉冲比较定理得

( )St < ( )Xt +ε1≤ 1-( )k -mμ1-( )q
1-e-μT +ε1=SM,nT<t≤ n( )+1T。 (7)

当R1<1时,存在一个充分小的ε2,使得

β 1-( )k -mμ1-( )q
1-e-μT +εé

ë
êê

ù

û
úú2 <γ+μ。 (8)

由模型(3)的第二个方程及(7)式可得I′(t)≤βsM∫
τ

0
f(s)e-μsI(t-s)ds-(γ+μ)I(t)。

考虑下面比较系统

y′(t)=βsM∫
τ

0
f(s)y(t-s)ds-(γ+μ)y(t)。 (9)

由(7),(8)式知,βsM<γ+μ。由引理2可得,lim
t→∞

y( )t =0。令 ( )St , ( )( )It 是模型(3)满足初始条件(1)的一个解

且满足对所有s∈ -τ,[ ]0 ,有 ( )Is =φ2 ( )s >0。y( )t 是(9)式满足初始条件y( )s =φ2 ( )s >0s∈ -τ,[ ]( )0 的解。
由比较定理可得,limsup

t→∞
( )It ≤limsup

t→∞
y( )t =0。故有lim

t→∞
( )It =0。因此,对于足够小的ε3,存在t>n1T,有

I(t)<ε3。
由模型(3)的第一个方程和第三个方程,构造两个比较方程:

S′(t)≤ 1-( )kμ-μS(t),t≠nT,
S(t+)≤S(t)-mμ1-qε( )3 ,t=nT{ 。

(10)

S′(t)≥ 1-( )kμ1-qε( )3 - μ+βε( )3 S(t),t≠nT,
S(t+)≥S(t)-mμ,t=nT{ 。

(11)

分别考虑(10),(11)式的脉冲比较方程得:
Z′1(t)= 1-( )kμ-μZ1(t),t≠nT,
Z1(t+)=Z1(t)-mμ1-qε( )3 ,t=nT{ 。

(12)

Z′2(t)= 1-( )kμ1-qε( )3 - μ+βε( )3 Z2(t),t≠nT,
Z2(t+)=Z2(t)-mμ,t=nT{ 。

(13)

由引理1及(12),(13)式存在的周期解为:

Z1 ( )t = 1-( )k -mμ1-qε( )3

1-e-μT e-μ t-( )nT ,nT<t≤ n( )+1T,

Z2 ( )t = 1-
( )kμ1-qε( )3

μ+βε( )3
- mμ
1-e- μ+βε( )3 Te- μ+βε( )3 t-( )nT ,nT<t≤ n( )+1T。

由比较定理可得,存在一个充分小的ε4,使得Z2 ( )t -ε4≤ ( )St ≤Z1 ( )t +ε4,nT<t≤ n( )+1T。因为ε3 和ε4 都

是任意小的,故lim
t→∞

( )St = ( )St 。故模型(3)的无病周期解 ( )St ,( )0 是全局吸引的。 证毕

2模型的持久性

定理2 若 R2>1,且γ>qkμ,则 模 型(3)是 持 久 的,其 中 R2=βT ( )τ
γ+μ

1-( )k - mμ
1-e-μ

é

ë
êê

ù

û
úúT ,T ( )τ =

∫
τ

0
f(s)e-μsds。

证明 先证明 ( )St 有下界。在Ω 内,由模型(3)的第一个方程,第三个方程得:
S′(t)≥ 1-( )kμ1-( )q - μ+( )βS(t),t≠nT,
S(t+)≥S(t)-mμ,t=nT{ 。

考虑如下脉冲比较方程
X′(t)=(1-k)μ(1-q)-(μ+β)X(t),t≠nT,
X(t+)=X(t)-mμ,t=nT{ 。

对于任意小的ε5,存在T1,当t>T1

时,有 ( )St ≥ 1-( )kμ1-( )q
β+μ

- mμ
1-e- μ+( )β T-ε5=ms>0。故有liminf

t→∞
( )St ≥ms。

下证 ( )It 有下界。对于充分小的δ1>0,存在n4>0,不妨设 ( )It 有3种情况:1)当t≥n4T 时,使得 ( )It ≥
δ1;2)当t≥n4T 时,使得 ( )It <δ1 成立;3)当t≥n4T 时,使得 ( )It 关于δ1 振荡。

如果情况1)成立,则 ( )It 是有下界的,故 ( )It ≥δ1。
如果情况2)成立,根据模型(3)的第一个和第三个方程得:
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S′(t)≥ 1-( )kμ1-qδ( )1 - μ+βδ( )1 S(t),t≠nT,
S(t+)≥S(t)-mμ,t=nT{ 。

考虑如下脉冲比较方程
W′(t)= 1-( )kμ1-qδ( )1 - μ+βδ( )1 W(t),t≠nT,
W(t+)=W(t)-mμ,t=nT{ 。

由引理1,有

( )W t = 1-
( )kμ1-qδ( )1

μ+βδ( )1
- mμ
1-e- μ+βδ( )1 Te- μ+βδ( )1 t-( )nT ,nT<t≤ n( )+1T,

且W *= 1-
( )kμ1-qδ( )1

μ+βδ( )1
- mμ
1-e- μ+βδ( )1 T。

当nT<t≤ n( )+1T,t>T1,记T2=n4T 时,对于任意小的ε6,有

( )St ≥W *-ε6= 1-
( )kμ1-qδ( )1

βδ1+μ
- mμ
1-e- μ+βδ( )1 T-ε6=SΔ。 (14)

定义V(t)= ( )It +β∫
τ

0
f(s)e-μs∫

t

t-s
S(θ)I(θ)dθds,对于V(t)沿着模型(3)的解求导可得,

V′(t)= ( )I′t +β∫
τ

0
f(s)e-μs S(t) ( )It -S(t-s)It-( )( )s ds=β∫

τ

0
f(s)e-μsS(t) ( )Itds-

γ+( )μ ( )It = γ+( )μ βS(t)
γ+( )μ∫

τ

0
f(s)e-μsds-é

ë
êê

ù

û
úú1 ( )It = γ+( )μ βS(t)

γ+( )μ
T ( )τ -é

ë
êê

ù

û
úú1 ( )It 。

将(15)式代入得

( )V′t ≥γ+( )μ βSΔ

γ+( )μ
T ( )τé

ë
êê

ù

û
úú-1 ( )It 。 (15)

当R2>1,t>T2 时,

βSΔ

γ+( )μ
T ( )τ >1。 (16)

令Il= lim
t∈ T1,T1+[ ]τ

( )It 时,则对于所有t>T3, ( )It ≥Il 成立,否则存在T3>0,使得当t∈ T2,T2+τ+T[ ]3 时,有

( )It ≥Il 且I T2+τ+T( )3 =Il,I′T2+τ+T( )3 ≤0。由系统(3)的第二个方程及(16)式可得:

I′T2+τ+T( )3 ≥γ+( )μ βSΔ

γ+( )μ
T ( )τé

ë
êê

ù

û
úú-1Il>0, (17)

这与V(t)的有界性矛盾。故情况2)不成立。

如果情况3)成立,记mI=minδ1
2
,δ1e- γ+( )μ{ }τ 。因为I(t)在δ1 处震荡,假设It( )* =It*+( )λ =δ1,并且

I(t)≤δ1,t*≤t≤t*+λ,由于 ( )It 连续且不受脉冲影响,从而 ( )It 一致连续。因此,存在0<t<τ(t独立于t*),

使对于所有t*≤t≤t*+t,有 ( )It ≥δ12
。

若λ≤t时,则结论成立。
若t<λ≤τ时,有系统(2),当t*≤t≤t*+λ时,有I′(t)≥-(γ+μ)I(t)。所以,t*≤t≤t*+λ≤t*+τ,有

I(t)≥δ1e- γ+( )μ τ。
若λ>τ,则当t*≤t≤t*+τ,有I(t)≥δ1e- γ+( )μ τ。
当t*+τ≤t≤t*+λ时,有I(t)≥δ1e- γ+( )μ τ。否则,存在T4>t*+τ,使t*≤t≤T4,有I(t)≥δ1e- γ+( )μ τ,并

且I(T4)≥δ1e- γ+( )μ τ,I′T( )4 ≤0。
另一方面,由系统(3)的第二个方程知

I′T( )4 ≥βSΔT ( )τI T( )4 -γ+( )μI T( )4 =γ+( )μ βSΔ

γ+( )μ
T ( )τé

ë
êê

ù

û
úú-1IT( )4 >0。

这与I′T( )4 ≤0矛盾。所以,当t*+τ≤t≤t*+λ时,I(t)≥δ1e- γ+( )μ τ成立。由于δ1 的选取与系统(2)的正解选

取无关。故存在充分大的t使得 ( )It ≥δ1 成立。故有 ( )It ≥mI=minδ1
2
,δ1e- γ+( )μ{ }τ ,即liminf

t→∞
( )It ≥mI。由

模型(2)的第二个方程,得
E′(t)≥βmSmI-βT ( )τ +qμmI-μ ( )Et ≥βmSmI-T ( )( )τ +qμmI-μ ( )Et 。

于是 ( )E t ≥βmSmI-T ( )( )τ +qμmI

μ
=mE >0。因 此liminf

t→∞
( )E t ≥mE。从 模 型(2)的 第 4 个 方 程,知
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R′(t)≥γ-qk( )μmI-μR(t)+kμ,t≠nT,
R(t+)≥R(t)+mμ1-( )q ,t=nT{ 。

对任意小的ε7 存在T5,当t>T5 时,

R(t)≥kμ+γ-qk( )μmI

μ
+mμ1-( )q
1-e-μT -ε7=mR>0。

故liminf
t→∞

( )Rt ≥mR。

令Ω0= S,E,I,( )R ∈R4 mS≤S≤1,mE≤E≤1,mI≤I≤1,mR≤R≤{ }1 。由上述式子可知,Ω0 是有界紧区

域且Ω0∈Ω,系统(1)满足初始条件的每一个解最终进入区域Ω0 内不再离开。因此,当R2>1时,系统(2)是持

久的。 证毕
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AnalysisforanSEIREpidemicModelwithPulseVaccinationandDistributedDelay

XUBiyun,YANGZhichun
(CollegeofMathematicsSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Pulsevaccinationisaneffectivewaytocontrolthespreadofinfectiousdiseasesinrealworld.Inconsiderationofallthe
newbornbabies,aclassofSEIRepidemicmodelwithpulsevaccinationanddistributeddelayisproposed.Theexistenceoftheperi-
odicsolutionisobtainedbyusingthetheoryofimpulsivedifferentialequationsandtheanalysistechnique.Then,theglobalstability
ofthemodelisobtainedbyusingtheimpulsivecomparisonprinciple.Intheend,byusingagaincomparisonprinciple,weobtainthe
permanenceofthemodel.
Keywords:pidemicmodel;distributeddelay;periodicsolutions;globalattactivity;persistence
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