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非凸优化的近似束方法及对偶问题
*

沈 洁,刘晓倩,陈 颖,金 希

(辽宁师范大学 数学学院,辽宁 大连116029)

摘要:束方法目前是解决非光滑优化问题最有前景的方法之一。出于实际计算的需要,使用两个扰动函数共同控制真实

目标函数,利用它们的信息构建增广函数,从而把凸优化迫近束方法应用到非凸问题中来。类似地建立目标函数的下近

似模型,通过求解二次规划最小值点作为下一个候选点,进一步再筛选出下降点。最后利用Lagrange函数写出了束方法

子问题的对偶问题,揭示了扰动后原问题的最优解和对偶问题最优解之间的关系。
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非凸非光滑优化束方法受到很多学者重视进而展开研究,取得了许多有益成果[1-6]。Hare和Sagastizábal[7]

研究了非凸优化的重新分配束方法,提出了对目标函数的局部凸化策略,构造了局部近似的切平面模型,并通过

求解子问题,逐步迭代出原问题最优解。Kiwiel[8]考虑凸约束优化问题inf{f(x):x∈S},给出一种带有近似线

性化误差的迫近束方法,采用f的近似值fy∈[f(y)-εf,f(y)+εg]和它的近似次梯度췍εf(y)∶={g:f(·)≥
f(y)-ε+[g,·-y]},构造凸函数切平面模型,最终迭代出问题的ε-最优解。Hare和Sagastizábal[9]通过构造

非凸函数的分片仿射模型,逐步计算出迫近点,为最终求解服务。
下面将非凸重新分配迫近束方法和目标函数近似虚拟值的选取技巧相结合,求解更一般化的非凸非光滑无

约束优化问题:

min f(y),

s.t. y∈Rn{ 。
(1)

其中f:Rn→R是一个非凸函数。借鉴文献[7]中的迫近束方法思想,在目标函数值无法精确计算的情况下给出

了一种扰动方法,讨论并揭示了扰动后原问题的最优解和对偶问题最优解之间的关系。而文献[7]完全是在使

用函数真实信息情况下讨论了问题的求解,可以说所给出的方法是文献[7]中方法的一种扰动。这种设想初衷

源于某些函数本身是由一个极小化问题来定义的,因而根本无法精确求得函数在某一点的函数值,如 Moreau-

Yosida正则化函数。既然实际计算中有时很难求得函数的真实值f(y),所以人们常用它的虚拟值f
~(y)代替。

虚拟值有很多种取法,采用如下选取方式:假设给定误差值ε≥0,将ε平均分成n 份,令f
~(y)≈f(y)+ε

nm(y),

其中f
~(y)和m(y)都是非光滑函数。特别地,当m(y)=0时,f

~(y)=f(y);当m(y)∈[-n,n]时,εnm(y)∈

[-ε,ε],即f
~(y)在[f(y)-ε,f(y)+ε]范围内,是对f(y)的一种近似模拟。基于以上假设,考虑如下优化问题:

min f
~(y)-ε

nm(y),

s.t. y∈Rn

ì

î

í
ïï

ïï 。
(2)

1预备知识

假设1 给定x0∈Rn,M0≥0,存在一个开有界集O 和一个函数F,使得F 在O 上是lower-C2[7]的且满足
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F(·)≡f
~(·)-ε

nm(·),其中L0:= x∈Rn:f
~(x)-ε

nm(x)≤f
~(x0)-ε

nm(x0)+M{ }0 ⊂O。

命题1 对于满足假设1的函数f
~(·)-ε

nm(·),存在一个阈值ρid>0,使得对任意ρ≥ρid和任意给定的

y∈L0,函数f
~(·)-ε

nm(·)+ρ
2‖

·-y‖2 在L0 上是凸函数,并且函数f
~(·)-ε

nm(·)在L0 上是Lipschitz

连续的。
证明类似于文献[7]中命题1的证明。

定义1(迫近映射pR) 对于x∈Rn,pR f
~(x)-ε

nm(xé

ë
êê

ù

û
úú)∶=argmin

y
f
~(y)-ε

nm(y)+R
2‖y-x‖{ }2 称作

在x处的迫近点映射。
由命题1知,当迫近参数R 足够大,也就是R>ρid时,迫近点映射的值是唯一的,且在L0 上是Lipschitz连续

的。由定义可知,f
~(x)-ε

nm(x)的稳定点可用迫近点映射的稳定点刻画:x∈L0 是f
~(·)-ε

nm(·)的稳定点当

且仅当x=pR f
~(x)-ε

nm(xé

ë
êê

ù

û
úú)。为了更方便地迭代出f

~(·)-ε
nm(·)的稳定点,把定义1等价转化为:

pR f
~(x)-ε

nm(xé

ë
êê

ù

û
úú)=pR-ρ

id f
~(·)-ε

nm(·)+ρ
id

2‖
·-x‖é

ë
êê

ù

û
úú

2 (x)。 (3)

2近似束方法

在每次迭代过程中,束方法保留的束信息为:

∪
i∈In
{[xi,f

~
i=f

~(xi),mi=m(xi),g
~i
f∈췍f

~(xi),gi
m∈췍m(xi)]},

其中In⊆{0,1,2,…,n}是当前迭代指标集。对近似函数f
~(·)-ε

nm(·),在下降点x̂k 的近似线性化误差定义

为:

e~ki∶=f
~(x̂k)-ε

nm(x̂k)- f
~
i-ε

nmi+<g~if-ε
ngi

m,x̂k-xiæ

è
ç

ö

ø
÷>。 (4)

构造x̂k 点的增广函数:

f
~x̂k
ηn
(·)∶=f

~(·)-ε
nm(·)+ηn

2‖
·-x̂k‖2。 (5)

考虑增广束信息:

∪
i∈In
{(e~ki,dk

i,Δk
i,g

~i
f,gi

m)}, (6)

其中e~ki 如(4)式中定义,dk
i=‖x

i-x̂k‖2
2

,Δk
i=xi-x̂k,g

~i
f∈췍f

~(xi),gi
m∈췍m(xi)。

在束方法中,下降点x̂k 代表当前迭代的迫近中心。通过求解一个二次规划(QP)问题得到下一个候选点

xn+1。为了更有效地求解(QP)问题,将当前的迫近参数R 分成两项ηn 和μn,并满足R=ηn+μn,则由(3)式、(5)

式可导出等式pR f
~(x̂k)-ε

nm(x̂ké

ë
êê

ù

û
úú)=pμnf

~x̂k
ηn
(x̂k)。接下来利用x̂k 和μn 构造凸化函数的下近似模型φ

~
n,分别称

ηn 和μn 为凸化参数和迫近参数,R,ηn,μn 都随着迭代的束信息改变而改变。利用束信息构造函数f
~x̂k
ηn
(·)的切

平面模型:

φ
~
n(y)∶=f

~(x̂k)-ε
nm(x̂k)+max

i∈In
-(e~ki+ηndk

i)+<g~if-ε
ngi

m+ηnΔk
i,y-x̂k{ }>。 (7)

下一个候选点定义为:

xn+1∶=pμnφ
~
n(x̂k)。 (8)

定义额定下降:

δn+1∶=f
~(x̂k)-ε

nm(x̂k)+ηn

2‖x
n+1-x̂k‖2-φ

~
n(xn+1)。 (9)

2 重庆师范大学学报(自然科学版) http://www.cqnuj.cn          第33卷



那么下一个下降点将是满足重要步条件的候选点xn+1,即xn+1满足f
~(xn+1)-ε

nm(xn+1)≤f
~(x̂k)-

ε
nm(x̂k)-γ·δn+1,其中γ∈(0,1),记x̂k+1=xn+1;否则为零步,记x̂k=xn+1,并重新定义参数进行重要步的寻

找。一旦取重要步,更新增广束信息如下:∀i∈In,

e~k+1i =e~ki+f
~(x̂k+1)-ε

nm(x̂k+1)-f
~(x̂k)+ε

nm(x̂k)-<g~if-ε
ngi

m,x̂k+1-x̂k>,
dk+1

i =dk
i+‖x̂

k+1-x̂k‖2
2 +<Δk

i,x̂k+1-x̂k>,

Δk+1
i =Δk

i+x̂k-x̂k+1

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 。

(10)

结合束信息(6)式,进一步推导得到:

g
~i
f-ε

ngi
m+ηnΔk

i∈췍e~ki+ηnd
k
iφ
~
n(x̂k), (11)

其中e~ki+ηndk
i≥0,∀i∈In。

为保证线性化误差非负,定义ηmin
n ∶= max

i∈In,d
k
i>0
-e

~k
i

dk
i
。显然,若ηn≥ηmin

n ,有e~ki+ηndk
i≥0,∀i∈In。

3对偶问题

定理1 令xn+1是(8)式定义的迫近点,则

xn+1=x̂k-1
μn
g-n

ηn
, (12)

其中g-n
ηn
:=∑

i∈In

αi(g
~i
f -ε

ngi
m +ηnΔk

i),α=(α1,α2,…,α|In|
)是下述问题的最优解:

min
αi

1
2‖∑i∈In

αi g
~i
f -ε

ngi
m +ηnΔkæ

è
ç

ö

ø
÷i ‖2+μn∑

i∈In

αi(e~k
i +ηndk

i),

α∈Δn∶= z∈ [0,1]|In|:∑
i∈In

zi={ }1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 。

(13)

此外,下列关系也成立:1)g-n
ηn ∈췍φ

~
n(xn+1);2)δn+1=ωn+(R+μn)dk

n+1,其中ωn:=∑
i∈In

αi(e~k
i +ηndk

i);3)当

ηn≥ρid时,g-n
ηn ∈췍ωn f

~(·)-ε
nm(·)+ηn

2‖
·-x̂k‖é

ë
êê

ù

û
úú

2 (x̂k)。

证明 令θ=φ
~
n(y),则问题(8)等价于

min
(y,θ)∈Rn×R

θ+μn

2‖y-x̂
k‖2,

θ≥f
~(x̂k)-ε

nm(x̂k)-(e~ki+ηndk
i)+<g~if-ε

ngi
m+ηnΔk

i,y-x̂k>,∀i∈In

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 。

(14)

对∀α∈R|In|+ ,相应的Lagrange函数为:

L(y,θ,α)= 1-∑
i∈In

α( )i θ+μn

2‖y-x̂k‖2+

∑
i∈In

αi f
~(x̂k)-ε

nm(x̂k)-(e~k
i +ηndk

i)+<g~i
f -ε

ngi
m +ηnΔk

i,y-x̂ké

ë
êê

ù

û
úú>。

问题(8)的目标函数是强凸的,故有唯一解。等价问题(14)的约束是仿射的,因此存在与xn+1相应的乘子α。又

根据文献中[10]中的结果,原问题与对偶问题之间没有对偶间隙,所以(xn+1,α)可以通过解原始问题或对偶问

题得到:
(14)式≡ min

(y,θ)∈Rn×R
 max
α∈R|In|+

L(y,θ,α)≡max
α∈R|In|+

 min
(y,θ)∈Rn×R

L(y,θ,α)。

因为对偶问题中θ是没有限制的,所以为使对偶问题最优值有限,L 中的乘子θ必须消失,也就是α∈Δn,即

1-∑
i∈In

α( )i =0。xn+1和α分别是原问题和对偶问题的解,那么上式可化为min
y∈Rn
 max
α∈R|In|+

L(y,α)≡ max
α∈R|In|+

 min
y∈Rn

L(y,α),
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其中L(y,α)=f
~(x̂k)-ε

nm(x̂k)+μn

2‖y-x̂k‖2+∑
i∈In

αi -(e~k
i +ηndk

i)+<g~i
f -ε

ngi
m +ηnΔk

i,y-x̂ké

ë
êê

ù

û
úú>。

考虑对偶问题,对每个固定的α∈Δn,解y(α)=argmin
y

L(y,α)的最优解条件是0=∇yL(y(α),α),即

0=μn(y(α)-x̂k)+∑
i∈In

αi g
~i
f -ε

ngi
m +ηnΔkæ

è
ç

ö

ø
÷i 。 (15)

特别是当α=α时,有y(α)=xn+1,所以(12)式成立。

为证明α是(13)式的解,在(15)式两边同时乘以y(α)-x̂k 及1
μn∑i∈In

αi g
~i
f -ε

ngi
m +ηnΔkæ

è
ç

ö

ø
÷i ,则

0=μn‖y(α)-x̂k‖2+∑
i∈In

αi<g~i
f -ε

ngi
m +ηnΔk

i,y(α)-x̂k>=

∑
i∈In

αi<g~i
f -ε

ngi
m +ηnΔk

i,y(α)-x̂k>+1
μn ∑i∈In

αi g
~i
f -ε

ngi
m +ηnΔkæ

è
ç

ö

ø
÷i

2
。

由此得出μn‖y(α)-x̂k‖2=1
μn ∑i∈In

αi g
~i
f -ε

ngi
m +ηnΔkæ

è
ç

ö

ø
÷i

2
,且

L(y(α),α)=f
~(x̂k)-ε

nm(x̂k)- 1
2μn ∑i∈In

αi g
~i
f -ε

ngi
m +ηnΔkæ

è
ç

ö

ø
÷i

2

-∑
i∈In

αi(e~k
i +ηndk

i)。

结合上面两个等式,α是下面问题最优解:

 max
α∈Δn

L(y(α),α)=f
~(x̂k)-ε

nm(x̂k)-min
α∈Δn

1
2μn ∑i∈In

αi g
~i
f -ε

ngi
m +ηnΔkæ

è
ç

ö

ø
÷i

2

+∑
i∈In

αi(e~k
i +ηndk

i{ })。 (16)

所以(13)式成立。
为了证明1),利用(8)式的最优性条件和(12)式可得

0∈췍φ
~
n(xn+1)+μn(xn+1-x̂k)=췍φ

~
n(xn+1)-g-n

ηn
,

从而有g-n
ηn ∈췍φ

~(xn+1)。
下面证明2)。因为没有对偶间隙,所以原问题(8)的最优值等于对偶问题(16)的最优值,即:

φ
~
n(xn+1)+μn

2‖x
n+1-x̂k‖2=f

~(x̂k)-ε
nm(x̂k)- 1

2μn ∑i∈In
αi g

~i
f -ε

ngi
m +ηnΔkæ

è
ç

ö

ø
÷i

2

-∑
i∈In

αi(e~k
i +ηndk

i)。

应用(9)式、(12)式,则:

δn+1=μn

2‖x
n+1-x̂k‖2+ηn

2‖x
n+1-x̂k‖2+ 1

2μn ∑i∈In
αi g

~i
f -ε

ngi
m +ηnΔkæ

è
ç

ö

ø
÷i

2

+∑
i∈In

αi(e~k
i +ηndk

i)=

R
2‖x

n+1-x̂k‖2+ 12μn
‖g-n

ηn ‖
2+ωn=(R+μn)dk

n+1+ωn,

其中ωn∶=∑
i∈In

αi(e~k
i +ηndk

i)。

最后证明3),当ηn≥ρid 时,∀y∈Rn,因为函数f
~(·)-ε

nm(·)+ηn

2‖
·-x̂k‖2 是凸的,所以f

~(y)-

ε
nm(y)+ηn

2‖y-x̂
k‖2≥φ

~
n(y),由1)知φ

~
n(y)≥φ

~
n(xn+1)+<g-n

ηn
,y-xn+1>,应用(12)式得:

f
~(y)-ε

nm(y)+ηn

2‖y-x̂
k‖2≥φ

~
n(xn+1)+<g-n

ηn
,y-xn+1>=

f
~(x̂k)-ε

nm(x̂k)+<g-n
ηn
,y-x̂k>- f

~(x̂k)-ε
nm(x̂k)-φ

~
n(xn+1)-1

μn
‖g-n

ηn ‖
é

ë
êê

ù

û
úú

2 。 (17)

应用(9)式和2),上式后半部分转化成

f
~(x̂k)-ε

nm(x̂k)-φ
~
n(xn+1)-1

μn
‖g-n

ηn ‖
2=δn+1-ηn

2‖x
n+1-x̂k‖2-1

μn
‖g-n

ηn ‖
2=ωn,

则(17)式为f
~(y)-ε

nm(y)+ηn

2‖y-x̂
k‖2≥f

~(x̂k)-ε
nm(x̂k)+<g-n

ηn
,y-x̂k>-ωn,即3)成立。 证毕
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AnApproximateBundleMethodforNon-convexOptimizationandItsDualProblem

SHENJie,LIUXiaoqian,CHENYing,JINXi
(SchoolofMathematics,LiaoningNormalUniversity,DalianLiaoning116029,China)

Abstract:Proximalbundlemethodisconsideredtobeoneofthemostpromisingmethodsforsolvingnon-smoothoptimizationprob-
lems.Inthispaper,duetotherequirementofpracticalcalculations,twodisturbancefunctionsareusedtocontroltherealobjective

functiontogether,whoseinformationisutilizedtoconstructanaugmentedfunction.Therebybundlemethodforconvexoptimization

isappliedtonon-convexoptimizationproblem.Similarly,lowerapproximatemodeloftheobjectivefunctioncanbeconstructedand

bysolvingquadraticprogramming,weexpecttofindouttheminimumpointasnextcandidatepoint,andfurthermoreselectthede-
creasedpoint.Finally,thedualproblemofsub-problemofbundlemethodisgivenbyutilizingLagrangefunction,andatthesame

timetherelationbetweenthesolutionsoftheprimalproblemwhichhasbeendisturbedandthedualproblemisalsorevealed.
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