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H-交换代数扭曲冲积的 Maschke型定理
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摘要:利用著名的 Maschke型定理讨论了 H-交换代数扭曲冲积的半单性,设 H 为域k上的有限维Hopf代数带有非退化

的积分t,A 是Yetter-Drinfeld模代数和 H-双模代数,并且是 H 交换代数,根据已有文献的工作,给出了 H 交换代数扭

曲冲积的 Maschke型定理,通过对 H 中的积分和H 的投射性质的研究,刻画了扭曲冲积A#H 的半单性。利用 Hopf
代数的模论和双模代数的性质,对任意的左A#H-模M 和N,定义了H 的右A-模结构,并且验证了H 是A-A 双模,并

讨论了A#H-模范畴中的态射集的性质与其上的模作用,证明了 HomA(M,N)是一个左 A#H-模,从而得到(HomA

(M,N))H=A#HHom(A,M),并且进一步研究了A 的投射性质。若假设A 是半单的,得到A#H 是半单的当且仅当A 是

投射的左A#H-模。最后给出在A 是半单的前提下,则A#H 是半单的当且仅当t·c=1对某个C∈A。
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Maschke定理有限群表示论中最著名的结论,随后,Larson和Sweedler[1]利用 Maschke型定理刻画 Hopf
代数的半单性,由于 Maschke型定理在Hopf代数中是研究的热点问题。因此,许多学者一度热衷于此方面的

研究,在文献Caenepeel等[2],Doi[3],Yang[4]和郭双建[5]中出现不同形式的Maschke型定理,作为文献[5]工作

的延续,本文得到 H 交换代数上的 Maschke型定理。

1预备知识

定义1[6] 设 H 是Hopf代数,A 是H-双模代数,(其中左 H-模映射为→,右 H-模数映射为←),则有一个

扭曲冲积代数:A#H 定义在向量空间A⊗H,乘法为:
(a⊗h)(b⊗g)=a(h1→b←S(h3))⊗h2g。

定义2 设 H 是Hopf代数,代数A 称为左右Yetter-Drinfeld模代数,如果A 满足下列条件:

1)A 是左H-模代数;

2)A 是右H-余模代数;

3)1)和2)满足Yetter-Drinfeld模条件h1a(0)⊗h2a(1)=(h2a)(0)⊗(h2a)(1)h1。
定义3 设 H 是Hopf代数,A 是H-双模代数,称A 为H-交换代数,若满足,对于任意的a,b∈A,有

ab=∑b(0)(b(1)1 →a←S(b(1)2))。

2H-交换代数扭曲冲积的 Maschke型定理

设 H 是Hopf代数,A 是左右Yetter-Drinfeld模代数和 H-双模代数,A#H 为扭曲冲积,且满足:

∑a←S(h1)⊗h2=∑a←S(h2)⊗h1 (1)

定理1 对任意的左A#H-模M,则
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A#HHom(A,M)≅MH,
其中MH={m∈M|h·m=ε(h)m},A 是左A#H-模且

(a#h)→b=a(h1→b←S(h2)),
同构如下F:f→f(1A)。

证明 易证A 是左A#H-模。接下来验证F 是双射。
首先,对任意的f∈A#HHom(A,M)和h∈H,则

h·f(1A)=f((1A#h)→1A)=f(h1→1A←S(h2))=f(ε(h)1A)=ε(h)f(1A),
所以f(1A)∈MH,如果存在g∈A#HHom(A,M)并且f(1A)=g(1A),易证f(a)=g(a),也就是说F 是单

射。
其次,对任意的0≠m∈MH,给定φ:a→(a#1H)·m。
接下来证φ∈A#HHom(A,M),对任意的a∈A 和b#h∈A#H,

(b#h)→φ(a)=(b#h)·((a#1H)·m)=(b(h1→a←S(h3))#h2)·m=
(b(h1→a←S(h3)))·(h2·m)=(b(h1→a←S(h3)))·ε(h2)m=

(b(h1→a←S(h2))#1H)·m=φ((b#h)→a)。
因此,φ∈A#HHom(A,M),且F(φ)=φ(1A)=m,也就是说F 是满射。 证毕

引理1 设 H 是 Hopf代数,A 是Yetter-Drinfeld模代数和 H-双模代数,并且是 H-交换的,对任意的左

A#H-模M,定义右A-模M,

m·a=∑a(0)·(a(1)·m),

则M 成为A-A-双模。
证明 只证M 满足A-双模相容条件,对任意的a,b∈A 和m∈M,

(a·m)·b=∑b(0)·(b(1)·(a·m))=∑b(0)·(b(1)1 →a←S(b(1)3)·(b(1)2·m))=
(1)

∑b(0)·(b(1)1 →a←S(b(1)3)·(b(1)2·m))=∑b(0)·(b(1)1 →a←S(b(1)2)·(b(1)3·m))=

∑b(0)(0)·(b(0)(1)1 →a←S(b(0)(1)2)·(b(1)·m))=∑ab(0)·(b(1)·m))=∑a·(m·b)。 证毕

引理2 设 H 是 Hopf代数,A 是Yetter-Drinfeld模代数和 H-双模代数,并且是 H-交换的,对任意的左

A#H-模M 和N,

i)HomA(M,N)是一个左A#H-模;

ii)(HomA(M,N))H=A#HHom(M,N),其中 HomA(M,N)表示右A-模同态组成的空间。
证明 i)对任意的左A#H-模M 和N,由引理2,M 和N 能做成A-A-双模,直接验证下面结构能使HomA

(M,N)做成左A#H-模:
((a#h)·f)(m)=a·(h1·f(S(h2)·m))

ii)易证,对任意的f∈HHom(M,N), f∈AHom(M,N)当且仅当f∈HomA(M,N),
易证 (HomA(M,N))H=HHom(M,N)∩HomA(M,N)。 证毕

定理3 设 H 是有限维Hopf代数,A 是Yetter-Drinfeld模代数和 H-双模代数,并且是 H-交换的,如果A
是半单的,则A#H 是半单的当且仅当A 是一个投射的左A#H-模。

定理3的证明类似于文献[5]。

引理3 设H 是有限维Hopf代数,0≠t∈∫
H

r
,A 是Yetter-Drinfeld模代数和H-双模代数,并且是H-交

换的,则:

1)A 是一个投射的左A#H-模;

2)存在某一个c∈A 满足t·c=1。
是等价的。

根据上述的结论可得下列性质,

性质1 设 H 是有限维Hopf代数,0≠t∈∫
H

r
,A 是Yetter-Drinfeld模代数和H-双模代数,并且是H-交
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换的,假设A 是半单的,则A#H 是半单的充要条件是t·c=1对某一个c∈A。
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AMaschkeTypeTheoremforTwistedSmashProductsofH-commutativeAlgebras
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Abstract:ThepaperisdiscussedwiththesemisimplicityoftwistedsmashproductsofH-commutativealgebrasbyfamousMaschke
typetheorem.LetHbeafinitedimensionalHopfalgebraoverafieldkwithanon-degenerateintegraltandAYetter-Drinfeldmod-
ulealgebraandH-bimodulealgebra,andH-commutativealgebra.BasedontheworkofWangandLi[6],wegiveMaschke’stheo-
remfortwistedsmashproductsofH-commutativealgebras.ThroughtheresearchonintegralandtheprojectivepropertiesofH,

charicterizedthesemisimplicityoftwistedsmashproductsA#H.BymodulartheoryofHopfalgebrasandthepropertiesofbimod-
ulealgebras,foranyleft-moduleMandM,definedthestructureofrightA-module,checkedMisA-Abimoduleanddiscussedthe

propertiesandmoduleactionsofmorphismsetinaA#H-modulescategory,weprovethatHomA(M,N)isaleftA#H-module,

thusweobtainH.Furthermore,westudytheprojectivepropertiesofA.AssumethatAissemisimple,weobtainthatA#Hisse-
misimpleifandonlyifAisprojectiveasaleftA#H-module.Finally,undertheconditionofAissemisimple,weobtainA#His
semisimpleifandonlyifHforsomeH.
Keywords:Maschketypetheorem;twistedsmashproduct;H-commutativealgebra
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