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非奇异H-矩阵的含参量实用判别法则
*

张 俊 丽

(内蒙古民族大学 数学学院,内蒙古 通辽028043)

摘要:非奇异 H-矩阵是有着广泛应用的重要矩阵类,但在实用中其判定是十分困难的。本文根据α-对角占优矩阵与非奇

异 H-矩阵的关系,通过区间细分的方法,得出了非奇异 H-矩阵的含参量实用判别法则,对已有的相关结果进行了推广和

改进,并用数值算例证实了该判定准则的有效性。
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非奇异H-矩阵是很重要的一类特殊矩阵,它在数值计算、系统理论、经济数学、控制论等诸多领域有着重要

应用,但其数值判定比较困难。因此对非奇异H-矩阵的判定一直是学者们关注的研究课题[1-9]。本文在文献[2]

的基础上通过对行标细分的方法,利用不等式放缩得到了非奇异 H-矩阵含参量的实用判别法则,得到了更为广

泛的判定条件,推广和改进了相关结果。

用Cn×n表示n×n阶复矩阵的集合。A=(aij)∈Cn×n,α∈ (0,1],N={1,2,…,n},Λi=Λi(A)=∑
j≠i

aij ,

Ci=Ci(A)=∑
j≠i

aji 。

定义1[3] 设A=(aij)∈Cn×n,若 aii ≥Λi(A)(i∈N),称A为对角占优矩阵,记作A∈D0;若每个不等式都

是严格的,称A为严格对角占优矩阵,记作A∈D;如果存在正对角阵X 使得AX∈D,称A 为广义严格对角占优

矩阵(又称非奇异H-矩阵),记作A∈D
~
。

定义2[7] 设A=(aij)∈Cn×n,如果存在α∈(0,1],使得对∀i∈N,有 aii ≥Λα
iC1-α

i 。称A 为α-对角占优矩

阵,记作A∈D0(α);若每个不等式都是严格的,称A为严格α-对角占优矩阵,记作A∈D(α);如果存在正对角阵

X,满足AX∈D(α),称A为广义严格α-对角占优矩阵,记作A∈D
~
(α)。

定义3 设A=(aij)∈Cn×n,若A∈D0(α),不可约,且至少有一个不等式严格成立,称A 为不可约α-对角占

优矩阵;若A∈D0(α),并对于满足等式成立的下标i都存在非零元素链aii1
,ai1i2

,…,aikj
,使得 ajj ≥Λα

jC1-α
j ,称

A具为非零元素链α-对角占优矩阵。

引理1[5] 设A=(aij)∈Cn×n,α∈(0,1],若矩阵A满足如下条件之一:1)A∈D(α);2)A为不可约α-对角占

优矩阵,且至少有一行严格对角占优;3)A为具有非零元素链α-对角占优矩阵。则A∈D
~
。

引理2[6] 设A=(aij)∈Cn×n,α∈(0,1],则A∈D
~

当且仅当A∈D
~
(α)。

显然,N1∪N2∪N3=N,若N1∪N2≠∅,则A∈D
~
;若N3=∅,则A∉D

~
;若有i∈N,使得aii=0,则A∉D

~
。

故本文总假设aii≠0,∀i∈N;N1∪N2≠∅;N1≠∅。

记N1={i∈N:|aii|=Λα
iC1-α

i },N2={i∈N:0<|aii|<Λα
iC1-α

i },N3=N-N1-N2。将 N2 进一步划分为
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N2=N(1)
2 ∪N(2)

2 ∪…∪N(m)
2 ,其中m 是任意正整数,且

N(1)
2 =i∈N:0<|aii|<1mΛα

iC1-α{ }i ,N(k)
2 =i∈N:k-1m Λα

iC1-α
i ≤ aii <k

mΛα
iC1-α{ }i ,k=2,3,…,m。

这里部分N(k)
2 可能为空集。

记 δi=
Λα

iC1-α
i - aii

Λα
iC1-α

i
,r=max

i∈N2
{δi},xk

2i=
kΛα

iC1-α
i - aii

mΛα
iC1-α

i
,∀i∈N(k)

2 ,k=1,2,…,m。

x1i=r,∀i∈N1。Ri(A)= r∑
t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )t +r ∑

t∈N3,i≠t
a( )it C

1-α
αi ,∀i∈N3。

s=max
i∈N3

r∑
t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )[ ]t C

1-α
αi

Ri(A)- ∑
t∈N3,≠i

ait
Rt

att
1
α
C
1-α
αi

。

1主要结论

定理1 设A=(aij)∈Cn×n,α∈(0,1]。如果

aii
1
αr> r∑

t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )t +∑

t∈N3

ait
sRt

aii
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα
C
1-α
αi ,∀i∈N1, (1)

aii
1
αx(k)

2i > r∑
t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )t +∑

t∈N3

ait
sRt

aii
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα
C
1-α
αi ,∀i∈N(k)

2 , (2)

则A∈D
~
。

证明 由r及x(k)
2i 的表达式知,0<r<1,r>x(k)

2i 。故对∀i∈N3,有

Ri(A)<r ∑
t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

a( )it +∑
t∈N3

a[ ]it C
1-α
αi =rΛiC

1-α
α <r aii

1
α,

即r>Ri(A)
aii

1
α
,∀i∈N3。

由s及r的表达式知0≤s≤1,从而r>sRi(A)
aii

1
α
。因此,存在ε>0,同时满足下面几个式子:

aii
1
αr> r∑

t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )t +∑

t∈N3

ait
sRt

att
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα
C
1-α
αi +ε∑

t∈N3

ait C
1-α
αi ,i∈N1, (3)

aii
1
αx(k)

2i > r∑
t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )t +∑

t∈N3

ait
sRt

att
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα
C
1-α
αi +ε∑

t∈N3

ait C
1-α
αi ,i∈N(k)

2 , (4)

r>sRi(A)
aii

1
α
+ε,∀i∈N3。 (5)

构造正对角矩阵X=diag(x1,x2,…,xn),且令B=AX=(bij)n×n,其中:

xi=r,∀i∈N1;xi=x(k)
2i ,∀i∈N(k)

2 ;xi=
sRi(A)
aii

1
α
+ε,∀i∈N3。

∀i∈N1,由(3)式得:

Λi(B)[Ci(B)]
1-α
α = r∑

t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )t +∑

t∈N3

ait
sRt

att
1
α
+æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úε [rCi(A)]

1-α
α <

aii
1
αr·r

1-α
α =(aii r)

1
α= bii

1
α。

∀i∈N(k)
2 ,由(4)式得:

Λi(B)[Ci(B)]
1-α
α = r∑

t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )t +∑

t∈N3

ait
sRt

att
1
α
+æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úε [x(k)

2iCi(A)]
1-α
α <
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aii
1
αx(k)

2i ·(x(k)
2i )

1-α
α =(aii x(k)

2i )
1
α= bii

1
α。

∀i∈N3,由s的表达式得:

Λi(B)[Ci(B)]
1-α
α = r∑

t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )t +∑

t∈N3

ait
sRt

att
1
α
+æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úε sRi(A)

aii
1
α

+æ

è
ç

ö

ø
÷ε Ci(A

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú)
1-α
α

<

sRi(A)+ε∑
t∈N3

ait C
1-α
α[ ]i

sRi(A)
aii

1
α

+é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úε
1-α
α

< (sRi(A)+ε aii
1
α)sRi(A)

aii
1
α

+æ

è
ç

ö

ø
÷ε
1-α
α

=

aii
1
α

sRi(A)
aii

1
α

+æ

è
ç

ö

ø
÷ε
1
α

= bii
1
α。

综上所述,对∀i∈N,有 bii >Λi(B)α[Ci(B)]1-α,即B∈D
~
(α),由引理2知A∈D

~
。 证毕

在定理1中,若取m=1,α=1,得到文献[2]中的定理1;若取m=1,则有下面的推论。

推论 设A=(aij)∈Cn×n,α∈(0,1]。如果:

aii
1
αr> r ∑

t∈N1,t≠i
ait +∑

t∈N2

ait x2t+∑
t∈N3

ait
sRt

att
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα
C
1-α
αi ,∀i∈N1,

aii
1
αx2t> r∑

t∈N1

ait + ∑
t∈N2,t≠i

ait x2t+∑
t∈N3

ait
sRt

att
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα
C
1-α
αi ,∀i∈N2。

则A∈D
~
。

定理1的判定方法可推广到不可约和具有非零元素链的情形,具体如下。

定理2 设A=(aij)∈Cn×n不可约,α∈(0,1]。如果:

aii
1
αr≥ r∑

t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )t +∑

t∈N3

ait
sRt

att
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα
C
1-α
αi ,∀i∈N1, (6)

aii
1
αx(k)

2i ≥ r∑
t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )t +∑

t∈N3

ait
sRt

att
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα
C
1-α
αi ,∀i∈N(k)

2 。 (7)

则A∈D
~
。

证明 构造正对角矩阵X=diag(x1,x2,…,xn),且令B=AX=(bij)n×n,其中xi=r,∀i∈N1;xi=x(k)
2i ,

∀i∈N(k)
2 ;xi=

sRi(A)
aii

1
α
,∀i∈N3。

∀i∈N1,由(6)式得:

Λi(B)[Ci(B)]
1-α
α = r∑

t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )t +∑

t∈N3

ait
sRt

att
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα
[rCi(A)]

1-α
α ≤

aii
1
αrr

1-α
α =(aii r)

1
α = bii

1
α。

∀i∈N(k)
2 ,由(7)式得:

Λi(B)[Ci(B)]
1-α
α = r∑

t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )t +∑

t∈N3

ait
sRt

att
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα
[x(k)

2iCi(A)]
1-α
α ≤

aii
1
αx(k)

2i [x(k)
2i ]

1-α
α = bii

1
α。

∀i∈N3,由s的表达式得:

Λi(B)[Ci(B)]
1-α
α = r∑

t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )t +∑

t∈N3

ait
sRt

att
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα

sRi(A)
aii

1
α
Ci(Aé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
)

1-α
α

≤

sRi
sRi(A)
aii

1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα

1-α
α

= aii
1
α
sRi(A)
aii

1
α

sRi(A)
aii

1
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα

1-α
α

= bii
1
α。

总之,对∀i∈N,有 bii >Λi(B)α[Ci(B)]1-α成立,且至少有一个不等式严格成立。又因A不可约,则B不
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可约,故B为不可约α-对角占优矩阵,由引理1得B∈D
~
,从而A∈D

~
(α),进而由引理2可知A∈D

~
。 证毕

记     J1=i∈N1:aii
1
αr> r∑

t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )t +∑

t∈N3

ait
sRt

att
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα
C
1-α
α{ }i ,

J(k)
2 =i∈N(k)

2 :aii
1
αx(k)

2i > r∑
t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )t +∑

t∈N3

ait
sRt

att
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα
C
1-α
α{ }i ,J2=∪

m

k=1
Jk
2,

J3=i∈N3:aii
1
α

sRt

att
1
α
> r∑

t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )t +∑

t∈N3

ait
sRt

att
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα
[Ci(A)]

1-α

{ }α 。

类似地,可以证明如下的定理3。

定理3 设A=(aij)∈Cn×n,α∈(0,1]。如果

aii
1
αr≥ r∑

t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )t +∑

t∈N3

ait
sRt

att
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα
C
1-α
αi ,∀i∈N1,

aii
1
αx(k)

2i ≥ r∑
t∈N1

ait +∑
m

j=1
∑

t∈N(j)2

ait x(j)
2( )t +∑

t∈N3

ait
sRt

att
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα
C
1-α
αi ,∀i∈N(k)

2 ,

成立,且上式中至少有一个以严格不等式成立,即J1∪J2≠∅,若对∀i∈∪
3

i=1
Ni-J{ }i ,均存在非零元素链aii1

ai1i2ai2i3
…aikj

,满足j∈∪
3

i=1
Ji,则A∈D

~
。

2数值算例

考虑矩阵A=

2 3 0 1 0
1 5 2 2 0
0 1 4 0 5
0 0 2 10 2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

0 1 0 3 20

,可以验证用文献[1-4]定理无法判定。若利用本文的定理1的推论,取

α=0.5,则N1={1,2},N2={3},N3={4,5},r=0.1835,R4=4.406,R5=5.141,s=0.5178,且:

a11
1
αr=0.734> ra12 + a13 r+ a14 sR4

a44
1
α
+ a15 sR5

a55
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα
C
1-α
α1 =0.57,

a22
1
αr=4.5875> ra21 + a23 r+ a24 sR4

a44
1
α
+ a25 sR5

a55
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα
C
1-α
α2 =3.576,

a33
1
αr=2.936> ra31 + a32 r+ a34 sR4

a44
1
α
+ a35 sR5

a55
1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úα
C
1-α
α3 =0.867。

由此可以判定A∈D
~
。
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PracticalCriteriawithParameterforNonsingularH-matrices

ZHANGJunli
(SchoolofMathematics,InnerMongoliaUniversityfortheNationalities,TongliaoInnerMongolia028043,China)

Abstract:ThenonsingularH-matrixisanimportantclassofmatriceswithwideapplications,butitisdifficulttodetermineanonsin-

gularH-matrixinpractice.Inthispaper,Bythemethodofsubdivided,someiterativecriteriawithparameterfornonsingularH-

matricesaregivenaccordingtotherelationsofH-diagonallydominantmatricesandnonsingularH-matrices,whichextentandim-

provesomerelatedresults.Thevalidityofourresultsisillustratedbysomenumericalexamples.
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