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向量优化中改进集的一个性质
*
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摘要:改进集是研究向量优化问题十分重要的工具之一。基于改进集对偶锥和回收锥的一些基本性质在适当假设条件

下证明了对于有限维空间Rn 中两个闭集E1,E2,若cl(cone(convE1))是点的,则E1,E2 之和E1+E2 仍为闭集。并提出

了一些具体例子对主要结果进行了解释,指出若cl(cone(convE1))不是点的,其结论不一定成立。
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1预备知识

众所周知,一些基础的数学工具对于研究向量优化理论与方法非常重要,如在目标空间诱导偏序关系的凸

锥,集合的回收锥以及凸集和非凸集的分离定理等。特别地,文献[1-4]研究了凸锥等的一些基本性质及其在向

量优化中的一些应用。

近年来,向量优化问题的近似解研究已引起了许多学者的重视,一些处理向量优化问题近似解的基本工具

相继被提出。特别地,Chicco等人在文献[5]中提出了有限维空间中改进集的概念,并基于改进集定义了向量优

化问题一类统一的近似有效解—E-有效解,获得了这类解的一些性质。Gutiérrez等人在文献[6]中将改进集的

概念推广到一般实序线性空间中,研究了它的一些新性质。作为改进集的应用,赵等人进一步研究了改进集的

性质,提出了向量优化问题新的解概念,获得了这些解的一些线性标量化性质等[7-9]。因此,如何进一步研究改

进集的性质并给出其应用具有十分重要的理论意义。

受文献[5-6,10]中研究工作的启发,本文在适当假设条件下证明了两个闭集之和为闭集,并提出了一些具体

的例子对主要结果进行了解释。

设Y 为局部凸Hausdorff拓扑线性空间,Y*为Y 的拓扑对偶空间,K⊂Y 为具有非空拓扑内部的闭凸锥,K
称为点的,如果K∩ -( )K { }= 0 ,Rn 为n 维欧几里得空间,Rn

+为非负象限,Rn
++为正象限。令A⊂Y 为非空集

合,clA,intA,convA 分 别 表 示 A 的 拓 扑 闭 包、拓 扑 内 部 和 凸 包。A 的 生 成 锥 定 义 为 coneA=
λa|λ≥0,a∈{ }A 。A 的对偶锥,严格对偶锥以及回收锥分别定义为:

A+=λ∈Y*|<λ,y>≥0,∀y∈{ }A ,A+s=λ∈Y*|<λ,y>>0,∀y∈A,y≠{ }0 ,

A¥= y∈Y|a+R++y⊂A,∀a∈{ }A 。

下面首先给出本文将要用到的一些基本概念及引理。

定义1[5-6] E⊂Y 非空。如果0∉E 且E=E+K,则称E 为关于K 的改进集。

注1 如果E⊂Y 非空且满足E=E+K,则称E 为关于K 的free-disposal集。

引理1[6] E⊂Y 非空。如果E 是关于K 的改进集,则E+⊂K+。此外,若E⊂K,则E+=K+。

注2 注意到引理1的成立只需要假设E 为关于K 的free-disposal集。
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引理2[10] 令E1,E2⊂Rn 为非空闭集,如果E¥
1∩ -E¥( )2 { }= 0 ,则E1+E2 是闭的。

引理3[11-12] 令K⊂Rn 为闭凸锥,则K 为点的当且仅当intK+≠∅。
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下面在适当条件下证明有限维空间Y=Rn 中两个闭集之和仍然是闭集。

定理1 设E1⊂Y 是关于K 的闭改进集,E2⊂K 是非空闭集。如果clconeconvE( )( )1 是点的,那么E1+
E2 是闭的。

证明 由引理2,只需证明E¥
1∩ -E¥( )2 { }= 0 。因为clconeconvE( )( )1 是一个点闭凸锥,故由引理3可知,

intE+
1 ≠∅。故存在p∈intE+

1 ,p= p1,p2,…,p( )n ≠0。又由引理1有p∈intE+
1 ⊂intK+。结合文献[13]中

的引理2.1的结论(i),可以得到,对任意y∈K,y≠0有<p,y>>0,故p∈K+s。不妨假设p1≠0。令 H1=

y∈Rn|<p,y>≥{ }0 。

下面证明clconeconvE( )( )1 ⫋H1。

由E+
1 = clconeconvE( )( )( )1

+可以得到clconeconvE( )( )1 ⊂H1。进一步,令y= p2,-p1,0,0,…,( )0 ,

有<p,y>=0。这意味着y∈H1 且y∉cl(cone(convE1))。则:

E¥
1⊂(cl(cone(convE1)))¥=cl(cone(convE1))⫋H1。 (1)

此外,由E2⊂K 可得

E¥
2⊂K。 (2)

因此有:

-( )K ∩H1 { }= 0 。 (3)

否则,假定存在0≠h∈H1,-h∈K,由h∈H1 可得<p,h>≥0。然而,由p∈K+s及-h∈K 有<p,h><0成

立。这与<p,h>≥0产生矛盾。因此,由(1)、(2)以及(3)式,可以得到E¥
1∩ -E¥( )2 { }= 0 。 证毕

注3 如果去掉clconeconvE( )( )1 的点性假设,定理1的结论不一定成立。

例1 令E1= x1,x( )2 |x1∈R,x2≥0.{ }1 ,E2= x1,x( )2
1
x1-x2≤0

,x1>{ }0 ,K=R2+。显然E1 是闭的,

且是 关 于 K 的 改 进 集,E2 ⊂K 是 闭 的。此 外,cl(cone(convE1))= (x1,x2)|x1∈R,x2≥{ }0 。故

cl(cone(convE1))不是点的且E1+E2= (x1,x2)|x1∈R,x2>0.{ }1 。因此,E1+E2 不是闭的。

注4 如果E1 不是关于K 的改进集,定理1的结论不一定成立。

例2 令E1= (x1,x2)|x1≤0,x2≥{ }0 ,E2= (x1,x2)1x1-x2≤0
,x1>{ }0 ,K=R2+。显然E1,E2 是闭的,

且E2∈K。令 H= x1,x( )2 |x1-x2{ }=0 ,则 H∩(cl(cone(convE1)))=H∩E1 { }= 0 。

此外,0∈E1 且 E1+K= (x1,x2)|x1∈R,x2≥{ }0 ≠E1。因此,E1 不是关于 K 的改进集且E1+E2=
(x1,x2)|x1∈R,x2>{ }0 。

因此,E1+E2 不是闭的。

注5 如果E2⊄K,定理1的结论不一定成立。

例3 令E1= (x1,x2)1x1-x2≤0
,x1>{ }0 ,E2= (x1,x2)x1≤0,x2≥{ }0 ,K=R2+。显然E1 是闭的,且是

关于K 的改进集,E2 也是闭的。令 H= (x1,x2)|x1+x2{ }=0 ,则 H∩(cl(cone(convE1)))=H∩R2+ { }= 0 。

此外,E2⊄K,E1+E2= (x1,x2)|x1∈R,x2>{ }0 。因此,E1+E2 不是闭的。
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ACharacterizationofImprovementSetinVectorOptimization

LINAn,LIUXuewen
(CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Improvementsetisoneofthemostimportanttoolstostudyvectoroptimizationproblems.Inthispaper,bysomebasic

dualcharacterizationsofimprovementsetsandsometoolsincludingasrecessioncone,theclosednessofasumoftwoclosedsetsE1

andE2isprovedifcl(cone(convE1))ispointedundersomesuitableassumptionconditionsinfinitedimensionalspaceRn.Moreo-

ver,someconcreteexamplesalsoarepresentedtoillustratethemainresultsandshowthattheclosednessofasumoftwoclosed

setsmaybeinvalidifcl(cone(convE1))isnotpointed.
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