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带凸资源依赖的一类单机排序问题
*
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摘要:就工件的实际加工时间是之前已加工工件的正常加工时间和的指数学习效应且具有凸资源依赖的单机排序问题展

开讨论。在所有工件的正常加工时间均相同的假设下,对最小化加工全程和资源消耗总费用的和、最小化完工时间和资

源消耗总费用的和,最小化总提前、总延误、总共同交货期和资源消耗总费用的函数以及最小化总提前、总延误、总松弛交

货期和资源消耗总费用的函数4个目标函数分别给出了多项式时间可求解的算法。
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在工业生产中,管理者通常将不可持续利用的资源当作一个工具来控制工件的加工时间,以此提高系统的

运行效果。此类加工时间依赖资源的排序问题引起了学者们的关注,可参考文献[1-3]。随后,Shabtay和Kas-

pi[4]提出了工件具有凸资源依赖的排序问题,对最小化带权总完工时间问题展开了研究。在实际工业生产中还

存在下列情况:随着工人熟练程度的提高,越在后面加工的工件加工时间越短,此类称为具有学习效应的排序问

题也引起了学者们的研究兴趣。Biskup[5]首先将其引入排序问题,研究了工件的加工时间是位置的幂函数的单

机排序问题。随后,Mosheiov[6],Kuo和Yang[7],Cheng和Sun[8]等人进行了相关的研究。Cheng等人[9]探讨了

具有与已加工工件正常加工时间的和有关的指数学习效应的单机排序问题。对最小化加工全程、最小化总完工

时间、最小化带权总完工时间及最小化最大延误给出了相应的结果。

本文受文献[4]和文献[9]研究工作的启发,对工件具有指数学习效应和凸资源依赖的单机排序问题进行研

究。

1模型建立

有一包含n个工件的工件集{1,2,…,n}需要在一台机器上被加工,每个工件在加工时均不可中断,所有工

件都在零时刻到达。一台机器不可同时加工两个工件,工件j(j=1,2,…,n)的实际加工时间既与已加工工件有

关又依赖资源,也即是ajr(uj)=
ajα∑

r-1
i=1a[i]

u
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

k
。

假设它是关于uj(j=1,2,…,n)的连续函数。其中ajr(uj)(j,r=1,2,…,n)表示工件j排在第r个位置,消

耗uj 资源后的实际加工时间,a[j](j=1,2,…,n)表示排在第j个位置工件的正常加工时间,uj(j=1,2,…,n)表

示可以分配给工件j的资源。在这个排序模型中,假设资源是连续的,且当工件没有分配到资源时其加工时间

将会无穷大。本文主要考虑最小化以下4个目标函数:Cmax+∑
n

j=1gjuj,∑
n

j=1
(Cj+gjuj),∑

n

j=1
(αEj+βTj

+γd+gjuj),∑
n

j=1
(αEj+βTj+γq+gjuj),其中gj(j=1,2,…,n)为工件j的单位资源消耗费用,α>0,β>
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0,γ>0(β>γ)分别为工件的提前、延误、交货期(公共交货期或松弛交货期)的单位费用。Cj 为工件j的完工时

间,Ej=max{0,dj-Cj}为工件j的提前量,dj 为工件j的交货期;Tj=max{0,Cj-dj}为工件j的延误量。q(q

>0)为松弛交货期,d(d>0)为所有工件的共同交货期。

2最小化加工全程和资源消耗费用之和

这部分考虑工件既带凸资源依赖又具有学习效应的最小化加工全程和资源消耗总费用之和的单机排序问

题。这里主要就所有工件的正常加工时间均相等的情况(aj≡a,j=1,2,…,n))进行探讨,用三参数法可将上述

排序问题记为:

1ajr(uj)=
ajα∑

r-1
i=1a[i]

u
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

k
,aj≡a(j=1,2,…,n)Cmax+∑

n

j=1gjuj。 (1)

引理1 排序问题(1)的最优资源分配方案为:

u*
[j]=

k
g[j

æ

è
ç

ö

ø
÷

]

1
k+1(aα(j-1)a)k

k+1,j=1,2,…,n, (2)

其中u*
[j]表示排在第j个位置工件的最优资源分配方案,g[j]表示排在第j个位置工件的单位资源消耗费用。

证明 用f(π,u)表示排序问题(1)在工件序π和资源分配向量u 下相应的目标函数值,其中u=(u1,u2,

…,un),在这里可以将其表示为:

f(π,u)=Cmax+∑
n

j=1gjuj=∑
n

j=1
a[j]α∑

j-1
i=1a[i]

u[j

æ

è
ç

ö

ø
÷

]

k

+g[j]u[j
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aα(j-1)a

u[j
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+g[j]u[j
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计算 得∂f(π,u)
∂u[j]

=g[j]-k (aα(j-1)a)k (u[j])-k-1,令∂
f(π,u)
∂u[j]

=0,j=1,2,…,n,解 得 u*
[j]=

k
g[j

æ

è
ç

ö

ø
÷

]

1
k+1 ·

aα(j-1)( )a k
k+1,j=1,2,…,n。由于(2)式对应的多元连续函数只有唯一驻点,由多元函数在实际问题中求最值的

方法可知定理成立。 证毕

将(2)式代入(3)式可得f(π,u)=(k
1

k+1+k- k
k+1)∑

n

j=1
(aα(j-1)a)k

k+1 (g[j])
k

k+1 ,令

φj=(aα(j-1)a)k
k+1,ϕ[j]=(g[j])

k
k+1,j=1,2,…,n, (4)

则f(π,u)=(k
1

k+1+k- k
k+1)∑

n

j=1ϕ[j]φj。

引理2[10] 两个数列{xi},i=1,2,…,n和{yi},i=1,2,…,n,将数列 x{ }i 的最大值与数列 y{ }i 的最小值相

乘,接着将 x{ }i 的次最大值与数列 y{ }i 的次最小值相乘,依次相乘便得到∑
n

i=1xiyi 的最小值。

算法1
步骤1:根据(4)式计算φj,ϕ[j],j=1,2,…,n。

步骤2:根据引理2,确定排序问题(1)的最优序。

步骤3:根据引理1,确定排序问题(1)的最优资源分配方案。

定理1 算法1在多项式时间内可以求解排序问题(1)。

证明 由引理1及引理2可知算法1可以得到排序问题(1)的一个最优序。其中步骤1和步骤3在线性时

间内可以求解,步骤2在O(nlogn)时间内可以求解,因此算法1的时间复杂性是O(nlogn),定理成立。 证毕

3最小化总完工时间和资源消耗总费用之和

这部分考虑工件既带凸资源依赖又具有学习效应的最小化总完工时间和资源消耗总费用之和的单机排序

问题。这里主要就所有工件的正常加工时间均相等的情况(aj≡a,j=1,2,…,n)进行探讨,用三参数法可将上述

排序问题记为:
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1ajr(uj)=
ajα∑

r-1
i=1a[i]
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,aj≡a,j=1,2,…,n ∑

n

j=1
(Cj+gjuj)。 (5)

引理3 排序问题(5)的最优资源分配方案为:

u*
[j]=

k(n-j+1)
g[j
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1
k+1

aα(j-1)( )a k
k+1,j=1,2,…,n。 (6)

证明 排序问题(5)的目标函数可以表示为:

f(π,u)=∑
n

j=1
(Cj+gjuj)=∑

n

j=1
(n-j+1)aα(j-1)a

u[j
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+g[j]u[j
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计算得∂f(π,u)
∂u[j]

=g[j]-k(n-j+1)(aα(j-1)a)k (u[j])-k-1,令∂
f(π,u)
∂u[j]

=0,j=1,2,…,n,解 得 u*
[j]=

k(n-j+1)
g[j
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aα(j-1)( )a k
k+1,j=1,2,…,n。由于(7)式对应的多元连续函数只有唯一驻点,由多元函数在实际

问题中求最值的方法可知定理成立。 证毕

将(4)式代入(5)式可得f(π,u)=(k
1

k+1+k- k
k+1)∑

n

j=1
(g[j])

k
k+1 (akαka(j-1)(n-j+1))

1
k+1 。令

φj=(akαka(j-1)(n-j+1))
1

k+1,ϕ[j]=(g[j])
k

k+1,j=1,2,…,n, (8)

因此f(π,u)=(k
1

k+1+k- k
k+1)∑

n

j=1ϕ[j]φj。

算法2
步骤1:根据(8)式计算φj,ϕ[j],j=1,2,…,n。

步骤2:根据引理2,确定排序问题(5)的最优序。

步骤3:根据引理3,确定排序问题(5)最优资源分配方案。

定理2 算法2在多项式时间内可以求解排序问题(5)。

定理2的证明与定理1的证明类似。

4与交货期有关的排序问题

这里主要研究两类与交货期有关的排序问题,一类是共同交货期,一类是松弛交货期。

4.1与共同交货期有关的排序问题

本部分研究具有共同交货期的情形,也就是所有工件均有一相同交货期d,该交货期是需要确定的量。这里

主要就所有工件的正常加工时间均相等的情况(aj≡a,j=1,2,…,n)进行探讨,用三参数法可将上述排序问题记

为:

1ajr(uj)=
ajα∑

r-1
i=1a[i]

u
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è
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j

k
,aj≡a,j=1,2,…,n,CON ∑

n

j=1
(αEj+βTj+γd+gjuj)。 (9)

引理4[11] 排序问题1CON ∑n
j=1(αEj+βTj+γd)具有如下性质:

1)在最优序中,第一个工件在0时刻到达且机器加工无空闲。

2)在最优序中,共同交货期d等于第l个工件的完工时间,其中l=én(β-γ)/(α+β)ù,é·ù表示大于等于·

的最小整数。

3)目标函数可以写为f(d,π)=∑
n

r=1ωra[r],其中位置r的权重系数ωr=
nγ+(r-1)α,r=1,2,…,l,

(n+1-r)β,r=l+1,…,n{ 。

由于ωr 的取值与工件的加工时间无关,所以根据引理4可以得到

f(d,π,u)=∑
n

j=1
(αEj+βTj+γd+gjuj)=∑

n

j=1ωj
a[j]α∑

j-1
i=1a[i]

u[j

æ

è
ç
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ø
÷

]

k

+∑
n

j=1g[j]u[j]=

∑
n

j=1ωj
aα(j-1)a

u[j
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]

k

+∑
n

j=1g[j]u[j], (10)
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其中ωj=
nγ+(j-1)α,j=1,2,…,l,

(n+1-j)β,j=l+1,…,n{ 。

引理5 排序问题(9)的最优资源分配方案为:

u*
[j]=

kωj

g[j

æ

è
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]

1
k+1

aα(j-1)( )a k
k+1 。 (11)

证明 利用(10)式,计算得∂f(π,u,d)
∂u[j]

=g[j]-kωj (aα(j-1)a)k (u[j])-k-1,令∂
f(π,u,d)
∂u[j]

=0,j=1,2,…,n,

解得u*
[j]=

kωj

g[j

æ

è
ç
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]

1
k+1

aα(j-1)( )a k
k+1。由于(10)式对应的多元连续函数只有唯一驻点,由多元函数在实际问题中求

最值的方法可知定理成立。

将(11)式代入(10)式可得f(π,u)=(k
1

k+1+k- k
k+1)∑

n

j=1
(g[j])

k
k+1 (ωjakαka(j-1))1k+1 ,令

φj=(ωjakαka(j-1))1k+1,ϕ[j]=(g[j])
k

k+1,j=1,2,…,n, (12)

因此f(π,u)=(k
1

k+1+k- k
k+1)∑

n

j=1ϕ[j]φj。 证毕

算法3
步骤1:根据引理4计算共同交货期对应的工件位置l的值。

步骤2:根据(12)式计算φj,ϕ[j],j=1,2,…,n。

步骤3:根据引理2,确定排序问题(9)的最优序。

步骤4:根据引理5,确定排序问题(9)最优资源分配方案。

步骤5:根据ajr(uj)=
aα(r-1)a

u
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

k
计算最优资源分配和最优工序下各工件的实际加工时间。

步骤6:将排在位置l的工件的完工时间作为共同交货期。

定理3 算法3在多项式时间内可以求解排序问题(9)。

证明 由引理2、引理4及引理5可知,算法3可以得到排序问题(9)的一个最优序。其中步骤1、步骤2、步

骤4、步骤5、步骤6在线性时间内可以求解,步骤3在O(nlogn)时间内可以求解,因此算法3的时间复杂性是

O(nlogn),定理成立。 证毕

4.2与松弛交货期有关的排序问题

SLK指派一种常见的JIT排序问题。在该模型下,各工件有一个共同的松弛交货期q,也即是dj=aj+q,

j=1,2,…,n,其中q≥0是一个需要确定的变量。这里主要就所有工件的正常加工时间均相等的情况(aj≡a,j

=1,2,…,n)进行研究,用三参数法可将上述排序问题记为:

1ajr(uj)=
ajα∑

r-1
i=1a[i]

u
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

k
,aj≡a,j=1,2,…,n,SLK ∑

n

j=1
(αEj+βTj+γq+gjuj)。 (13)

引理6[12] 排序问题1SLK ∑
n

j=1
(αEj+βTj+γq)具有如下性质:

1)在最优序中,第一个工件在0时刻到达且机器加工无空闲。

2)在最优序中,q等于第l-1个工件的完工时间,其中l=én(β-γ)/(α+β)ù,é·ù表示大于等于·的最小

整数。

3)目标函数可以写为f(d,π)=∑
n

r=1δra[r],其中位置r的权重系数δr=
nγ+rα,r=1,2,…,l,

β(n-r),r=l+1,…,n{ 。

由于δr 的取值与工件的加工时间无关,所以根据引理6,可以得到

f(d,π,u)=∑
n

j=1
(αEj+βTj+γd+gjuj)=∑

n

j=1δj
a[j]α∑

j-1
i=1a[i]

u[j

æ

è
ç

ö

ø
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]

k

+∑
n

j=1g[j]u[j]=
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∑
n

j=1δj
aα(j-1)a

u[j

æ
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]

k

+∑
n

j=1g[j]u[j], (14)

其中δj=
nγ+jα,j=1,2,…,l,

β(n-j),j=l+1,…,n{ 。

引理7 排序问题(13)的最优资源分配方案为:

u*
[j]=

kδj

g[j

æ

è
ç

ö

ø
÷

]

1
k+1

aα(j-1)( )a k
k+1。 (15)

引理7的证明与引理5的证明类似。

将(15)式代入(14)式可得f(π,u)=(k
1

k+1+k- k
k+1)∑

n

j=1
(g[j])

k
k+1 (δjakαka(j-1))1k+1 。令

φj=(δjakαka(j-1))1k+1,ϕ[j]=(g[j])
k

k+1,j=1,2,…,n, (16)

因此f(π,u)=(k
1

k+1+k- k
k+1)∑

n

j=1ϕ[j]φj。

算法4
步骤1:根据引理6计算松弛交货期对应的工件位置l-1的值。

步骤2:根据(16)式计算φj,ϕ[j],j=1,2,…,n。

步骤3:根据引理2,确定排序问题(13)的最优序。

步骤4:根据引理7,确定排序问题(13)最优资源分配方案。

步骤5:根据ajr(uj)=
aα(r-1)a

u
æ

è
ç

ö

ø
÷

j

k
计算最优资源分配和最优工序下各工件的实际加工时间。

步骤6:将排在位置l-1的工件的完工时间作为松弛交货期。

定理4 算法4在多项式时间内可以求解排序问题(13)。

定理4的证明与定理3的证明类似。

5结语

在实际工业生产中,具有学习效应和资源依赖的排序问题受到了越来越多人的关注。本文研究了具有指数

学习效应和凸资源依赖的单机排序问题。对于最小化四类目标函数分别给出了多项式时间可求解的算法。本

文的研究局限在所有工件的正常加工时间均相同的单机问题上,对于工件的加工时间不相同的单机以及多机问

题的探讨是今后的研究方向。
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SingleMachineSchedulingProblemswithLearningEffectandResource-dependence
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Abstract:Thispaperconsidersthesinglemachineschedulingprobleminwhichtheactualprocessingtimeofeachjobisbothofexpo-

nentiallearningeffectofthetotalnormalprocessingtimeofjobsalreadyprocessedbeforeitandofconvexresource-dependence.We

introducefourobjectivefunctions:thesumofmakespanandtotalresourceconsumptioncosts、thesumofthetotalcompletiontime

andtotalresourceconsumptioncosts、thefunctionofthetotalearliness、tardiness、commonduedateandresourceconsumptioncosts

andthefunctionofthetotalearliness、tardiness、slackduedateandresourceconsumptioncosts.Foreachproblem,wepresentcorre-

spondingalgorithmrespectivelytominimizeobjectivefunctionundertheconditionthatthenormalprocessingtimeofeachjobisi-

dentical.
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