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时间尺度上带有反馈控制的企业集群竞争模型的持久性分析
*
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摘要:根据企业集群与生物种群的相似性,借鉴种群生态学中的竞争模型建立了企业集群模式下的企业之间竞争的数学

模型。给出了时间尺度上此模型的持久性存在的充分条件:假设(H1),(H2)成立,则系统是持久的。研究结果表明,在外

界对产品种群系统的增长起阻止的作用干预下,当产品种群系统内部增长率缓慢并且产品种群系统内部竞争力变强的情

况下,hi(t),i=1,2越强对产品种群系统的持久性发展越有好处;而在合适的内部竞争和外部干预下,保持产品种群系统

的自身的良好发展是企业集群保持持久性的关键。
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企业集群是相似或相关联行业和组织在一定的区域聚集而成的有密切联系的综合体,具有一定的经济产

出,形成一定的经济规模。企业集群相似于一个生命有机体,会历经萌芽、成长、成熟和衰败的进化过程,也相似

于生态系统中种群间的竞争和合作的共生关系。考虑到企业集群和生态系统中种群间的关系的相似性,大量学

者从生态学的角度来讨论企业集群,参看文献[1-3]。根据生态学原理,构建适当的模型来拟合经济活动中的企

业集群现象,并利用动力学原理研究模型的稳定性、周期性等,具有重要的现实意义。但大多考虑的是连续的或

者是离散的系统,而在时间尺度上讨论,就可以把连续和离散统一起来,从而避免了单独讨论带来的麻烦。
与自然界中生态系统中种群间的竞争和合作关系一样,位于同一区域的企业集群之间也存在竞争和合作关

系。当企业集群成员之间的竞争和合作关系达到稳定时,就能保持企业间的共存,并且能够达到一定的产出规

模。如果企业集群之间能够长时间的保持这种稳定状态就称之为企业集群间的平衡状态(持久性生存)。然而

一个企业的发展受外界因素的影响是不可避免的,当外界因素的影响破坏了这种平衡,为了使这种平衡得到恢

复,反馈控制的方法就得到广泛的应用。因此考虑具有反馈控制的企业集群模型更与实际相符,讨论持久性存

在条件更具有实际意义。本文借鉴生态学中竞争和合作关系的模型[4-8],研究了时间尺度上具有反馈控制的非

自治企业集群竞争系统:
xΔ(t)=a1(t)-b1(t)exp{x(t)}-c1(t)exp{y(t)}-h1(t)u(t),

yΔ(t)=a2(t)-b2(t)exp{x(t)}-c2(t)exp{y(t)}-h2(t)v(t),

uΔ(t)=-p2(t)u(t)+q1(t)exp{x(t)},

vΔ(t)=-p2(t)v(t)+q2(t)exp{y(t

ì
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ï
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(1)

假设某企业集群中有两家企业,用x(t),y(t)分别表示甲乙两企业在t时刻的产品规模,a1(t),a2(t)分别表

示甲乙两企业产品规模的内部增长率,b1(t),c2(t)表示两企业各自的阻滞项系数,b2(t),c1(t)表示两企业对对方

企业的竞争力系数,u(t),v(t)为控制变量,h1(t),h2(t)分别为控制变量u(t),v(t)对甲乙两企业产品规模增长的

贡献率。
令N1(t)=exp{x(t)},N2(t)=exp{y(t)}。设T 为一时标,则当T=R 时,系统(1)可变为

N′1(t)=N1(t)[a1(t)-b1(t)N1(t)-c1(t)N2(t)-h1(t)u(t)],

N′2(t)=N2(t)[a2(t)-b2(t)N1(t)-c2(t)N2(t)-h2(t)v(t)],

u′(t)=-p1(t)u(t)+q1(t)N1(t),

v′(t)=-p2(t)v(t)+q2(t)N2(t

ì
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当T=Z时,系统(1)可变为

N1(t+1)=N1(t)exp{a1(t)-b1(t)N1(t)-c1(t)N2(t)-h1(t)u(t)},

N2(t+1)=N2(t)exp{a2(t)-b2(t)N1(t)-c2(t)N2(t)-h2(t)v(t)},

Δu(t)=-p1(t)u(t)+q1(t)N1(t),

Δv(t)=-p2(t)+q2(t)N2(t

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï )。

(3)

因此只要考虑系统(1)的持久性,就可以得到连续系统(2)和离散系统(3)的持久性。
通篇假设:(H1)ai(t),bi(t),ci(t),hi(t),pi(t),qi(t),i=1,2是时标T 上的非负有界概周期函数,即对任意

的i=1,2,有:
0<am

i≤ai(t)≤aM
i ,0<bm

i≤bi(t)≤bM
i ,0<cm

i≤ci(t)≤cM
i ,

0<hm
i≤hi(t)≤hM

i ,0<pm
i≤pi(t)≤pM

i ,0<qm
i≤qi(t)≤qM

i 。
这里fm

i=inf
t∈T
{f(t)},fM

i =sup
t∈T
{f(t)}。

下面给出需要的定义和引理。
定义[9] 称系统(1)是持久的,如果对于系统(1)的每一个解(x(t),y(t),u(t),v(t))T,存在常数mi,Mi,i=

1,2,3,4。使得下式成立

m1≤lim
t→∞
inf{x(t)}≤lim

t→∞
sup{x(t)}≤M1,m2≤lim

t→∞
inf{y(t)}≤lim

t→∞
sup{y(t)}≤M2,

m3≤lim
t→∞
inf{u(t)}≤lim

t→∞
sup{u(t)}≤M3,m4≤lim

t→∞
inf{v(t)}≤lim

t→∞
sup{v(t)}≤M4。

引理1[10] 令-a∈R+。

i)若xΔ(t)≤b-ax(t),则x(t)≤x(t0)e(-a)(t,t0)+b
a
(1-e-a(t,t0));特别地,若a>0,则对于任意的t>

t0,有lim
t→∞
sup{x(t)}≤b

a
。

ii)若xΔ(t)≥b-ax(t),则x(t)≥x(t0)e(-a)(t,t0)+b
a
(1-e-a(t,t0));特别地,若a>0,则对于任意的

t>t0,有lim
t→∞
inf{x(t)}≥b

a
。

引理2[10] 令-a,-b∈R+,对一切的t∈T,有x(t)>0。

i)若xΔ(t)≤x(σ(t))(b-ax(t)),则有x(t)≤b
a 1+(bx

-1(t0)
a -1)e(-a)(t,t0é

ë
êê

ù

û
úú)
-1
;特别地,若a>0,b>0,

则对t>t0,有lim
t→∞
sup{x(t)}≤b

a
。

ii)若xΔ(t)≥x(σ(t))(b-ax(t)),则有x(t)≥b
a 1+(bx

-1(t0)
a -1)e(-a)(t,t0é

ë
êê

ù

û
úú)
-1
;特别地,若a>0,b>0,

则对t>t0,有lim
t→∞
inf{x(t)}≥b

a
。

出于实际意义的考虑,总是假定系统(1)满足初始条件(x(0),y(0),u(0),v(0))T>0。

1持久性分析

定理1 假设(H1)成立,则系统(1)的每个解(x(t),y(t),u(t),v(t))T 都满足:

lim
t→∞
sup{x(t)}≤x*,lim

t→∞
sup{y(t)}≤y*,lim

t→∞
sup{u(t)}≤u*,lim

t→∞
sup{v(t)}≤v*。

其中x*=a
M
1-bm

1

bm
1
,y*=a

M
2-cm

2

cm
2
,u*=q

M
1ex

*

pm
1
,v*=q

M
2ey

*

pm
2
。

证明 先证lim
t→∞
sup{x(t)}≤x*。因为对任意的x∈R,都有ex≥1+x,则由系统(1)的第一个方程和(H1)

知:

xΔ(t)=a1(t)-b1(t)exp{x(t)}-c1(t)exp{y(t)}-h1(t)u(t)≤
a1(t)-b1(t)(1+x(t))=
(a1(t)-b1(t))-b1(t)x(t)≤
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(aM
1-bm

1)-bm
1x(t)。

由引理1知:lim
t→∞
sup{x(t)}≤a

M
1-bm

1

bm
1
=x*。类似可得lim

t→∞
sup{y(t)}≤

aM
2-bm

2

bm
2
=y*。

再证lim
t→∞
sup{u(t)}≤u*。因为lim

t→∞
sup{x(t)}≤x*,可取ε>0充分小,存在T1∈T 使得对任意的t>T1,

有x(t)≤x*+ε.故由系统(1)的第三个方程知:

uΔ(t)=-p1(t)u(t)+q1(t)exp{u(t)}≤-pm
1u(t)+qM

1ex
*+ε。

再利用引理1知:lim
t→∞
sup{u(t)}≤

qM
1ex

*+ε

pm
1
=u*。由于ε可任意小,令ε→0时,有lim

t→∞
sup{u(t)}≤

qM
1ex

*

pm
1
=

u*。类似可得lim
t→∞
sup{v(t)}≤

qM
2ey

*

pm
2
=v*。 证毕

定理2 假设(H1)成立,进一步假设(H2)am
1-cM

1ey*-hM
1u*>0,am

2-bM
2ex*-hM

2v*>0成立,则系统(1)的
每个解(x(t),y(t),u(t),v(t))T 都满足:

lim
t→∞
inf{x(t)}≥x*,lim

t→∞
inf{y(t)}≥y*,lim

t→∞
inf{u(t)}≥u*,lim

t→∞
inf{v(t)}≥v*。

其中x*=ln
am
1-cM

1ey
*
-hM

1u*

bM
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
,y*=ln(

am
2-bM

2ex
*
-hM

2v*

cM
2

),u*=q
m
1ex*
pM
1
,v*=q

m
2ey*
pM
2
。

证明 先证lim
t→∞
inf{x(t)}≥x*。对于任意的ε>0,由定理1知,存在T2∈T 使得对任意的t>T2,有

x(t)≤x*+ε,y(t)≤y*+ε,u(t)≤u*+ε,v(t)≤v*+ε。
由系统(1)和(H1)知:

xΔ(t)=a1(t)-b1(t)exp{x(t)}-c1(t)exp{y(t)}-h1(t)u(t)≥

am
1-cM

1ey
*+ε-hM

1(u*+ε)-c1(t)exp{x(t)}。
令N(t)=exp{x(t)},则上式可变为:

lnΔ(N(t))≥am
1-cM

1ey
*+ε-hM

1(u*+ε)-bM
1N(t), (4)

由时间尺度上复合函数的求导法则知

lnΔ(N(t))=∫
1

0

dh
N(t)+hμ(t)NΔ(t

æ

è
ç

ö

ø
÷

)NΔ(t)。

若μ(t)=0,则

lnΔ(N(t))=NΔ(t)
N(t)

(5)

若μ(t)≠0,则

lnΔ(N(t))=∫
1

0

dh
N(t)+hμ(t)NΔ(t

æ

è
ç

ö

ø
÷

)NΔ(t)=

1
μ(t)NΔ(t)∫

N(t)+μ(t)N
Δ(t)

N(t)

ds
sNΔ(t)= 1

μ(t)
lnN(t)+μ(t)NΔ(t)

N(t
æ

è
ç

ö

ø
÷

) 。 (6)

考虑到对所有的x>-1,有x≥ln(x+1)。由(6)式

NΔ(t)
N(t)=

1
μ(t)

N(t)+μ(t)NΔ(t)
N(t)

æ

è
ç

ö

ø
÷-1 ≥ 1

μ(t)
lnN(t)+μ(t)NΔ(t)

N(t
æ

è
ç

ö

ø
÷

) 。 (7)

综合(4),(5),(7)式知

NΔ(t)
N(t)≥a

m
1-cM

1ey
*+ε-hM

1(u*+ε)-bM
1N(t)。 (8)

若σ(t)=t,则N(σ(t))=N(t)。由引理2知

lim
t→∞
inf{N(t)}≥a

m
1-cM

1ey
*+ε-hM

1(u*+ε)
bM
1

(9)

若σ(t)≠t,分两种情况:
第一种情况。若存在一点t0∈T,对任意的t>t0,使得N(σ(t))≤N(t),此时,可以断言对任意的t>t0,有

am
1-cM

1ey
*+ε-hM

1(u*+ε)-bM
1N(t)≤0。 (10)

若不然,假设
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am
1-cM

1ey
*+ε-hM

1(u*+ε)-bM
1N(t)>0, (11)

则由(8)式知

NΔ(t)≥N(t)[am
1-cM

1ey
*+ε-hM

1(u*+ε)-bM
1N(t)]≥N(σ(t))[am

1-cM
1ey

*+ε-hM
1(u*+ε)bM

1N(t)]。(12)
则利用引理2知

lim
t→∞
inf{N(t)}≥a

m
1-cM

1ey
*+ε-hM

1(u*+ε)
bM
1

。 (13)

这与假设矛盾。因此,对任意t>t0,都有(10)式成立,从而对任意t>t0 有

N(t)≥a
m
1-cM

1ey
*+ε-hM

1(u*+ε)
bM
1

(14)

第二种情况。若对任意的t>t0,使得N(σ(t))>N(t),则N(t)是单调有上界的,故lim
t→∞

N(t)存在,记为N0,

则lim
t→∞

N(σ(t))=lim
t→∞

N(t)=N0。在(8)式两端同时取极限可得am
1-cM

1ey
*+ε-hM

1(u*+ε)-bM
1N0≤0,即

N0≥
am
1-cM

1ey
*+ε-hM

1(u*+ε)
bM
1

。 (15)

综合(13),(14),(15)可知lim
t→∞
inf{N(t)}≥am

1-cM
1ey

*+ε-hM
1(u*+ε)

bM
1

。令ε→0,则lim
t→∞
inf{x(t)}≥

lnam
1-cM

1ey
*
-hM

1u*

bM
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
=x*。

类似地,可以证明lim
t→∞
inf{y(t)}≥ln

am
2-bM

2ex
*
-hM

2v*

cM
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
=y*。

再证lim
t→∞
inf{u(t)}≥u*。由于lim

t→∞
inf{x(t)}≥x*,则对任意的ε>0,存在t1∈T 使得对任意的t>t1 时,有

x(t)≥x*+ε。有系统(1)的第三个方程得:uΔ(t)=-p1(t)u(t)+q1(t)exp{u(t)}≥-pM
1u(t)+qm

1ex*+ε。

由引理1知lim
t→∞
inf{u(t)}≥q

m
1ex*+ε

pM
1
。令ε→0,可得lim

t→∞
inf{u(t)}≥q

m
1ex*
pM
1
=u*,

类似可得lim
t→∞
inf{v(t)}≥q

m
2ey*
pM
2
=v*。 证毕

从定理1,定理2可得如下定理。
定理3 假设(H1),(H2)成立,则系统(1)是持久的。进而系统(2),(3)也是持久的。

2结论

通过对所考虑系统的有关结论的分析,在外界对产品种群系统的增长起阻止的作用干预下,当产品种群系

统内部增长率缓慢并且产品种群系统内部竞争力变强的情况下,hi(t),i=1,2越大对企业的稳定性发展越有好

处;而在适当的竞争和外界干预下,保持企业的自身的良好发展是企业集群保持持久性的关键。在没有反馈控

制的条件下,企业之间的竞争是保持企业集群充满活力的关键。本文研究反馈控制的作用使得系统更接近现

实,与前人的研究成果相比,例如文献[3],企业集群的稳定性条件有所改变,影响因素也更加的多元化。
注 与文献[11]相比,本文有以下不同:

1)文献[11]中作者利用脉冲微分方程的比较性定理,得出了系统持久性的充分条件。而本文是利用时间尺

度上的不等式理论,得出了系统持久性的充分条件;

2)文献[11]没有考虑控制变量的持久性,而本文把控制变量的持久性也考虑在内;

3)本文考虑的是系统在时间尺度上的持久性,文献[11]若在没有脉冲的情况下,本文的结论是包含文献

[11]的结论,就是对文献[11]的结论的推广。
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AnalysisonPermanenceofCompetitiveModelofEnterprise
ClusterwithFeedbackControlonTimeScales

DINGYanlin1,LIYongkun2,PANGYicheng1

(1.MathematicsandStatisticsDepartment,GuizhouUniversityofFinanceandEconomics,Guiyang550025;

2.MathematicsandStatisticsDepartment,Kunming650091,China)

Abstract:Accordingtosomesimilaritiesbetweenspeciespopulationandenterprisecluster,andbasedonthecompetitivemodelof
speciespopulationecology,acompetitivemodelofenterpriseclusterwithfeedbackcontrolwasestablished.Somesufficientcondi-
tionstoensurethepermanenceofthesystemisobtained:supposethatthecondition(H1)and(H2)arefulfilled,thenthesystem
aboveispermanent.Thepresentstudyshowedthat,whencorporateproductswithingroupsofslowergrowthandenterprisecom-
petitivenessandexternalinterventionsonthepopulationgrowthofenterpriseproductsplayedablockingrole,hi(t),i=1,2ismore
betterforthepersistentdevelopmentofenterpriseandundertheappropriatecompetitionandexternalenterprise’sowniscrucialto
maintainingpersistenceandaneconomicexplanationtotheoreticalresultisgiven.
Keywords:enterprisecluster;competitivemodel;feedbackcontrol;permanence;timescales

(责任编辑 许 甲)

701Vol.33No.2     JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) http://www.cqnuj.cn


