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用单叶双曲螺旋管实现两个轴异面管道的光滑拼接
*
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摘要:讨论了用单叶双曲螺旋管实现两轴异面圆管道之间光滑拼接的问题,给出了光滑拼接所满足的条件:两轴异面管道

的轴线与单叶双曲螺旋管的轴线在拼接点处满足位置连续:r(t1)=M1(x1,y1,z1),r(t2)=M2(x2,y2,z2),斜率连续:

d1=ε·r′(t1),d2=δ·r′(t2)(ε,δ>0)及管道半径相同,同时得到了拼接曲面单叶双曲螺旋管的参数方程形式。并举出具

体实例,以 Maple数学软件为工具,给出拼接效果图。本研究对工业产品的外形设计具有重要的理论意义和实际的应用

价值。
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在计算机辅助几何设计中,曲面拼接是一项重要的课题。随着对曲面拼接技术的研究,有关共面直线或轴

线共面的管道之间光滑拼接技术的研究较多,如文献[1-6]等。而关于异面直线或轴异面管道之间光滑拼接的研

究结果并不多,文献[7]提出构造轴线与给定二异面圆管的轴分别共面的辅助圆柱,并利用二轴共面的吴文俊公

式实现了给定圆管的分两段三次光滑拼接,文献[8]研究了两个轴异面的圆柱面,当拼接边界为与圆柱面轴线垂

直的平面所截出的圆周曲线时,存在三次GC1 拼接曲面的充要条件,文献[9-11]分别研究了用广义圆柱螺旋管

道、以Bézier曲线为轴线的管道与分别以推广的 Hartmann函数曲线和两锥面交线为轴线的管道,实现了两个

轴异面管道之间的光滑拼接问题。
为了丰富两个轴异面管道曲面之间的光滑拼接曲面,本文基于两异面直线可用单叶双曲螺旋线光滑拼接的

情况,研究了用单叶双曲螺旋管实现两个轴异面管道之间的光滑拼接问题,举出具体实例,给出拼接效果图。

1基本理论

定义1 设单叶双曲面fx,y,( )z =0,其中fx,y,( )z =x
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升的水平角度为t,该质点的运动轨迹称为单叶双曲螺旋线r(t),如图1所示。其一般方程形式为
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其中a,b,c,L≠2πc均为正数。
定义2 一个圆的圆心沿着单叶双曲螺旋线做匀速运动,并且始终保持其圆平面垂直于单叶双曲螺旋线的

瞬时点切线,则该圆的轨迹形成的曲面称为单叶双曲螺旋管,如图2所示,圆运动时圆心的轨迹称为轴线。单叶

双曲螺旋管Φ的一般表达式为
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Φ(θ,t)=r(t)+rNcosθ+Bsin( )θ ,t∈ -¥,+( )¥ ,θ∈ 0,2[ ]π ,

其中N= r′×( )r″ ×r′
r′×( )r″ ×r′

,B= r′×r″
r′×r″

分别表示单叶双曲螺旋线r(t)的单位主法矢、单位副法矢,r表示单叶双

曲螺旋管Φ 的半径。

        
           图1 单叶双曲螺旋线的示意图        图2 单叶双曲螺旋管的示意图

        Fig.1 Theschematicdiagramofhyperbolic    Fig.2 Theschematicdiagramofhyperbolic
              spiralofonesheet             spiralpipeofonesheet

  给定两个轴异面直圆管道的一般表达式为:

Φi:Φi(θ,t)=li(t)+ri(ei1cosθ+ei2sinθ),i=1,2,t∈(-¥,+¥),θ∈ 0,2[ ]π ,

其中li:
x-xi

Ai
=y-yi

Bi
=z-zi

Ci
,i=1,2分别为Φi,i=1,2的轴线方程,且ei1=

Bi

Ai
2+Bi

2
,- Ai

Ai
2+Bi

2
,é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú0 ,

ei2= AiCi

Ai
2+Bi

2 Ai
2+Bi

2+Ci
2
, BiCi

Ai
2+Bi

2 Ai
2+Bi

2+Ci
2
,- Ai

2+Bi
2

Ai
2+Bi

2+Ci

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú2
,i=1,2,ri(i=1,2)分别表

示Φi(i=1,2)的半径。
在几何造型中,关于参数曲线、曲面拼接的连续条件有两种不同的度量方法。一种是满足于数学上严格定

义的函数曲线可微性方法,即曲线在连接处具有直到n阶连续导矢,另一种是满足相对宽松的约束条件的几何

连续性方法,即合成曲线在拼接点处满足不同于Cn 的某一组约束条件。工程上主要采用后者。
定义3[12] 若方向向量α和β的每一个分量为Cn 连续,称α和β为Cn 连续。
定义4 若空间曲线C与两条空间异面直线l1,l2 分别在拼接点处Cn 连续,则称C与l1,l2Cn 连续。
定理1 在拼接截面处,当单叶双曲螺旋管Φ的轴线与给定直圆管道Φ1 的轴线为G1 连续,Φ的两互相垂直

的半径的大小和方向与Φ1 对应的两互相垂直的半径的大小和方向均达到C1 连续,则Φ与Φ1 为G1 连续。
证明 根据上述条件可知,Φ1 的一般表达式为

Φ1(θ,t)=l1(t)+r1e11cosθ+e12sin( )θ ,t∈ -¥,+( )¥ ,θ∈ 0,2[ ]π ,
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且d1= A1,B1,C[ ]1 表示l1 的方向向量,e11⊥e12,e11⊥d1,e12⊥d1,r1 表示Φ1 的半径。以Γ1 表示Φ1 在拼接点

M1(x1,y1,z1)处截面圆的边界,其表达式为

Γ1∶C(θ)=M1+r1(e11cosθ+e12sinθ),θ∈[0,2π],
又Φ的表达式为

Φ(θ,t)=r(t)+r(Ncosθ+Bsinθ),t∈(-¥,+¥),θ∈ 0,2[ ]π ,
其中N,B 分别表示r(t)的单位主法矢和单位副法矢,r表示Φ 截面圆的半径,且N⊥B。

根据题设中的条件可知r(t)在拼接点处:r(t1)=(x1,y1,z1),r′(t1)=ρd1,ρ>0。Φ 的两互相垂直的半径:

r=r1,N(t1)=e11,B(t1)=e12,r′=r1′=0,N′(t1)=0,B′(t1)=0。易知Φ 在边界Γ1:Φ(θ,t1)=(x1,y1,z1)+
r1(e11cosθ+e12sinθ),θ∈ 0,2[ ]π ,即C(θ)。又Φ在边界Γ1 处沿轴线方向的切向为Φ′(θ,t1)=r′(t1)=ρd1,因边
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界Γ1 上给定圆管Φ1 沿轴线方向的切向量为d1,则Φ1 与Φ沿Γ1 的切方向相同。因此Φ与Φ1 在边界Γ1 上任一

点有相同的切平面。即两者达到G1 连续。 证毕

定理2 能够G1 光滑拼接两个半径相同的轴异面管道Φ1 和Φ2 的单叶双曲螺旋管Φ应满足的条件:

1)轴线拼接点处位置连续:r(t1)=M1(x1,y1,z1),r(t2)=M2(x2,y2,z2),即
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2)轴线拼接点处斜率连续:d1=ε·r′(t1),d2=δ·r′(t2),ε,δ>0,即
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3)半径相同:r=r1=r2。
则单叶双曲螺旋管Φ的一般方程形式为:
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其中a,b,c,L≠2πc均为正数,N= N1,N2,N[ ]3 ,B= B1,B2,B[ ]3 分别为r(t)的单位主法矢、单位副法矢。

2实际举例

例1 给定两个半径相同的轴异面管道Φ1 和Φ2,其参数方程形式分别如下:
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,θ∈ 0,2[ ]π ,

则能够光滑拼接管道Φ1 和Φ2 的单叶双曲螺旋管的参数方程为
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其中N= N1,N2,N( )3 ,B= B1,B2,B( )3 分别是r(t)= 5+5t
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矢,如图3所示。
例2 给定两个半径相同的轴异面管道Φ3 和Φ4,其参数方程形式分别如下:
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则能够光滑拼接管道Φ3 和Φ4 的单叶双曲螺旋管的方程为
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其中N=(N1,N2,N3),B=(B1,B2,B3)分别是r(t)= 2 1+z
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副法矢,如图4所示。

            
    图3 用单叶双曲螺旋管光滑拼接Φ1 和Φ2         图4 用单叶双曲螺旋管光滑拼接Φ3 和Φ4
  Fig.3 Employinghyperbolicspiralpipeofonesheetto    Fig.4 Employinghyperbolicspiralpipeofonesheetto
   smoothlyblendtwonon-coplanartubesΦ1andΦ2       smoothlyblendtwonon-coplanartubesΦ3andΦ4
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EmployingHyperbolicSpiralPipeofOneSheettoSmoothlyBlend
TubesWhoseAxesisNon-coplanar

QIUMengluan,XIAOLin,BAIGenzhu
(CollegeofMathematics,InnerMongoliaUniversityforNationalities,TongliaoInnerMongolia028000,China)

Abstract:Thispaperdiscussestheproblemofthesmoothblendingbetweentwotubeswhoseaxesarenon-coplanarwiththehyper-
bolicspiralpipeofonesheet,andgivesthesmoothblendingconditions:theaxisesofthetwotubeswhoseaxesarenon-coplanarand
theaxisofhyperbolicspiralpipeofonesheetinsplicingpointmeetpositioncontinuous:r(t1)=M1(x1,y1,z1),r(t2)=M2(x2,

y2,z2),theslopecontinuous:d1=ε·r′(t1),d2=δ·r′(t2)(q,ζ>0),andthepiperadiusisthesame,atthesametime,obtains
smoothblendingparametersurface.Andcitingspecificexamples,andusingmathematicalsoftwareMapletodrawthesplicingeffect

pictures.Thisstudyhasimportanttheoreticalsignificanceandpracticalapplicationvalueforthedesignofindustrialproducts.
Keywords:twotubswhoseaxesarenon-coplanaraxes;thehyperbolicspiralpipeofonesheet;smoothblending
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