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摘要:主要考虑了一类带有不等式约束的非光滑多目标优化模型。在多目标优化的研究过程中,解的最优性条件一直是

众多学者关注的内容。而对于非光滑多目标优化问题,利用广义微分的概念对其进行研究是非常有意义的研究课题。经

典的广义微分工具包括Clarke广义梯度、Mordukhovich次微分等等。利用 Mordukhovich次微分的概念对多目标优化问

题解的最优性条件进行推广,其中 Mordukhovich次微分简记为 M次微分。利用 Mordukhovich伪凸的概念,建立了在 M
次微分意义下多目标优化问题弱有效解的必要充分最优性条件及其有效解的充分最优性条件。同时引入了 M次微分意

义下的线性化锥,并且利用该线性化锥构造了一个有效解的最优性条件的等价描述。最后对非光滑多目标优化的后续研

究工作提出了一些可扩展的研究内容和问题。
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众所周知,在经济管理、工程设计、交通运输等领域中,存在大量的多目标优化问题。自20世纪70年代以

来,关于多目标优化理论与方法的研究已有大量重要而基础的研究成果。又由于多目标优化问题中目标函数或

者约束函数不一定具有可微性,因此研究非光滑多目标优化问题就有了十分重要的理论意义与应用价值,其中

关于非光滑多目标优化问题的最优性条件也受到了研究者们的广泛关注。特别地,在研究非光滑多目标问题中

存在两类著名的广义微分工具:Clarke广义梯度和 M次微分,很多学者也对两者分别进行了研究和探讨。

2008年,Winkler[1]通过Clarke方向导数和次微分讨论了C(T)空间上凸向量优化问题中有效解和弱有效

解的最优性条件;2015年,文献[2]引入了Clarke方向导数意义下的线性化锥,同时文献[3]讨论了C(T)空间上

具有广义凸性条件的向量优化问题的最优性条件,并且通过Clarke方向导数意义下的线性化锥,提出了有效解

的充分最优性条件的一个等价形式。基于文献[1-3]的启发,考虑通过 M次微分讨论在Rn 空间上具有广义凸性

条件的多目标优化问题的最优性条件,并且引入在 M次微分意义下的线性化锥,建立最优性条件的等价形式。
下面先给出了一些基本的定义和引理。然后建立了 M次微分意义下非光滑多目标优化问题有效解和弱有

效解的最优性条件,并且通过引入相应的线性化锥,给出了有效解最优性条件的一个等价形式。最后总结了本

文的主要结果,提出了后续可能的一些研究课题。

1预备知识

设C⊂Rn。intC,convC和clC分别表示C 的拓扑内部、凸包和闭包。集合C的代数内部、生成锥、极锥和

在x的法锥定义如下:

coreC={x∈C|∀y∈Rn,∃λ>0,x+λy∈C};coneC={λa|a∈C,λ≥0};
C°={v∈Rn|<v,d>≤0,∀d∈C};N(C,x)={d∈Rn|<d,x-x>≤0,∀x∈C}。

考虑下面的非光滑向量优化问题:
(P) minf(x)=(f1(x),f2(x),…,fl(x)), 

s.t.gj(x)≦0,j=1,2,…,m,x∈X⊂Rn,
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其中fi:Rn→R,i∈I={1,2,…,l}且gj:Rn→R,j∈J={1,2,…,m}为局部Lipschitz,X 是包含于 Rn 的非空闭

凸子集。问题(P)的可行集表示为S={x∈Rn:gj(x)≦0,j∈J},其中췍J(x)={j∈J|gj(x)=0}。
定义1[4] 设x∈S,1)若不存在x∈S使得f(x)≤f(x),则称x为问题(P)的有效解,其集合记为EFF(f(S),Rl

+);

2)若不存在x∈S使得f(x)<f(x),则称x为问题 (P)的弱有效解,其集合记为EFFW(f(S),Rl
+)。

定义2[4] 设C⊂Rn,x∈clC。C在x处的切锥定义为:

T(C;x):={d∈Rn|∃{(xn,tn)}⊂(C×R++),s.t.xn→x,tn(xn-x)→d}。
注1 1)N(C,x)=T(C,x)°;2)T(C,x)=cl∪

τ>0
τ(C-x)。

定义3[5] 设Ω 是包含于Rn 的非空子集。给定x∈Ω 及ε≥0,则Ω 在x处的 M法锥定义如下:

N̂(x;Ω):=limsup
x →

Ω
x,ε↓0

N̂ε(x;Ω),

其中N̂ε(x;Ω)= x*∈Rn limsup
x →

Ω
x

<x*,x-x>
‖x-x‖ ≦{ }ε 。

注2 1)若x∉Ω,则有N̂(x;Ω)=∅;2)若Ω 是凸集,则有N̂(x;Ω)=N(x;Ω)。
定义4[5] 考虑广义实值函数φ:Rn→R=[-∞,+∞],x∈Rn 且|φ(x)|<∞,则φ在x处的 M次微分集定

义为췍Mφ(x)={x*∈Rn:(x*,-1)∈N̂((x,φ(x));epiφ)}。
注3 若|φ(x)|=∞,则有췍Mφ(x)=∅。
定义5[6] 设f:Rn→R是局部Lipschitz且x,v∈Rn,则f 在x处沿着方向v 的Clarke方向导数定义为

f°(x,v)=limsup
y→x,t↓0

f(y+tv)-f(y)
t

,且f在x处的Clarke次微分集合为췍Cf(x)={ξ∈Rn|<ξ,v>≤f°(x,v),∀v∈Rn}。

注4 设f:Rn→R在x∈Rn 处是局部Lipschitz,则有췍Cf(x)=clconv췍Mf(x)。
引理1[5] 设φ在包含[x,y]的开集上是局部Lipschitz,则存在c∈[x,y),ξ∈췍Mφ(c),使得φ(y)-φ(x)≤

<ξ,y-x>。
引理2[7] 对于局部Lipschitz的函数f:Rn→R,췍Mf(x)是外半连续的,即有

limsup
x→x

췍Mf(x)⊂췍Mf(x),∀x∈Rn。

定义6[8] 设f:Rn→R是局部Lipschitz。若对于任意x,y∈Rn,x≠y,有

f(x)<f(y)⇒<ξ,x-y><0,∀ξ∈췍Mf(y),
则称f在Rn 上伪凸。

引理3 对于问题(P),设x∈S且fi(x),i∈I和gj(x),j∈J在x处是局部Lipschitz。则集合

(∪
i∈I
췍Mfi(x))∪(∪

j∈췍J(x)
췍Mgj(x))

在Rn 中有界。
引理3通过注4和文献[3]中的引理3.1可证。
引理4[1] 设A 和B 是Rn 中的两个子集,且A 是有界的,则有cl(A+B)=clA+clB。
引理5[3] 设A,B 是Rn 中的两个锥,则有0∈core(A+B)⇔A+B=Rn。
引理6[9] 设K1,K2,…,Km 是Rn 中的非空凸锥,则有(clK1∩…∩clKm)°=cl(K°1+…+K°m)。

2主要结果

本部分在文献[3]的基础上建立了 M次微分意义下弱有效解的充分必要条件和有效解的充分性条件,并且

基于Burachik和Rizvi的工作[10],引入了 M次微分意义下的线性化锥,进而建立了有效解的充分性条件的一个

等价形式。
定理1 (弱有效解的充分必要条件)对于非光滑多目标规划问题(P),假设x∈S,函数fi(x),i∈I和

gj(x),j∈J在x处是局部Lipschitz且在Rn 上伪凸,则有x∈EFFW(f(S),Rl
+)当且仅当

0∈cl(conv((∪
i∈I
췍Mfi(x))∪(∪

j∈췍J(x)
췍Mgj(x))))+N̂(X,x)。

证明 必要性。假设x∉EFFW(f(S),Rl
+),则存在x∈X\{x},使得

fi(x)<fi(x),∀i∈I;gj(x)≤0=gj(x),∀j∈췍J(x)。
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因为fi(x),i∈I和gj(x),j∈J均为伪凸函数,则有

<ξi,x-x><0,∀ξi∈췍Mfi(x),∀i∈I;<ηj,x-x><0,∀ηj∈췍Mgj(x),∀j∈췍J(x)。
故存在一个常数M1<0,使得<ξi,x-x>≤M1,∀ξi∈췍Mfi(x),∀i∈I。同理存在一个常数M2<0,使得<ηj,x-x>≤
M2,∀ηj∈췍Mgj(x),∀j∈췍J(x)。

因此对于∀α∈cl(conv((∪
i∈I
췍Mfi(x))∪(∪

j∈췍J(x)
췍Mgj(x)))),可得<α,x-x>≤max{M1,M2}<0。

另一方面,由注2可知,对∀β∈N̂(X,x),有<β,x-x>≤0。故可知<α+β,x-x><0。即

0∉cl(conv((∪
i∈I
췍Mfi(x))∪(∪

j∈췍J(x)
췍Mgj(x))))+N̂(X,x)。

充分性。由注2、引理3和引理4可知,集合

cl(conv((∪
i∈I
췍Mfi(x))∪(∪

j∈췍J(x)
췍Mgj(x))))+N̂(X,x)

是闭凸集。假设0∉cl(conv((∪
i∈I
췍Mfi(x))∪(∪

j∈췍J(x)
췍Mgj(x))))+N̂(X,x),则由强凸集分离定理可知:∃p∈Rn,

p≠0,且M<0使得

<ξ+η,p>≤M<0,∀ξ∈conv((∪
i∈I
췍Mfi(x))∪(∪

j∈췍J(x)
췍Mgj(x))),∀η∈N̂(X,x)。

又因为X 是凸集,且N̂(X,x)是 X 在x处的基本法锥,故知p∈T(X,x)=cl∪
τ>0

τ(X-x)。令η=0,则有

<ξ,p>≤M<0,∀ξ∈conv((∪
i∈I
췍Mfi(x)))。即:

<ξi,x-x><0,∀ξi∈췍Mfi(x),∀i∈I;<ηj,x-x><0,∀ηj∈췍Mgj(x),∀j∈췍J(x)。
由于p∈T(X,x),则存在{(xn,tn)}⊂X×R++使得xn→x且tn(xn-x)→p。根据中值定理,存在vi

n∈[x,xn)
且ξi

n∈췍Mfi(vi
n)使得

fi(xn)-fi(x)≤<ξi
n,xn-x>,∀i∈I,

其中vi
n=x+λi

n(xn-x),λi
n∈[0,1)。因此vi

n→x。又因为fi(x)是局部Lipschitz,故知序列{ξi
n}有界。因此在序

列{ξi
n}中存在收敛子列。不失一般性,将其记为{ξi

n},则有 {ξi
n}→ξi

0,i∈I。由 M次微分的外半连续性可知ξi
0∈

췍Mfi(x),∀i∈I。故有

tn(fi(xn)-fi(x))≦<ξi
n,tn-(xn-x)>,

lim
n→∞

tn(fi(xn)-fi(x))≦lim
n→∞
<ξi

n,tn(xn-x)>=<ξi
0,p><0。

因此存在Ni>0,使得当n>Ni 时有fi(xn)<fi(x)。故当n>max{Ni}i∈I时,有fi(xn)<fi(x),∀i∈I。
同理,gj(xn)<gj(x),∀j∈췍J(x)。又知当j∉췍J(x)时,gj(x)<0。由gj(x)的连续性有gj(xn)≤0。因此

有x∉EFFW(f(S),Rl
+)。 证毕

定理2 (有效解的充分性条件)对于非光滑多目标规划问题(P),假设x∈S,函数fi(x),i∈I和gj(x),

j∈J在x处是局部Lipschitz且在Rn 上伪凸。若有

0∈core(cl(cone(conv(∪
i∈I
췍Mfi(x))∪(∪

j∈췍J(x)
췍Mgj(x)))))+N̂(X,x)),

则x∈EFF(f(S),Rl
+)。

证明 设x∉EFF(f(S),Rl
+),A=(∪

i∈I
췍Mfi(x))∪(∪

j∈췍J(x)
췍Mgj(x)),则∃x∈X\{x},i0∈I,使得

fi0
(x)<fi0

(x);fi(x)≤fi(x),∀i∈I\{i0};gj(x)≤0=gj(x),∀j∈췍J(x)。
因为fi(x),i∈I和gj(x),j∈J均为伪凸函数,则由定义可知对于∀γ∈A,有<γ,x-x>≤0。又由凸包和锥

包的定义可知,对∀v∈cl(cone(convA)),有<v,x-x>≤0。现对∀z∈core(cl(cone(convA))+N̂(X,x)),有
对于任意给定的d∈Rn,∃λ>0,使得

z+λd∈cl(cone(convA))+N̂(X,x)。

因此,存在z1∈cl(cone(convA))以及z2∈N̂(X,x)使得z+λd=z1+z2。又由X 的凸性可知,N̂(X,x)=N(X,x)。
因此有

<z1,x-x>≤0,<z2,y-x>≤0,∀y∈X。
令y=x,d=x-x,则有<z+λd,x-x>≤0;<z+λ(x-x),x-x>≤0。
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又由于x≠x且λ<x-x,x-x>=λ‖x-x‖>0,则有<z,x-x><0。由z的任意性可知

0∉core(cl(cone(conv((∪
i∈I
췍Mfi(x))∪(∪

j∈췍J(x)
췍Mgj(x)))))+N̂(X,x)),

与条件矛盾。 证毕

推论1 对于非光滑多目标规划问题(P),假设x∈S,函数fi(x),i∈I在x处是局部Lipschitz且在Rn 上伪

凸。若有0∈core(cl(conv(∪
i∈I
췍Mfi(x)))+N̂(X,x)),则x∈EFF(f(S),Rl

+)。

1994年,Maeda首次引入集合Q(x),Qi(x)对正则性条件进行推广并建立了强Kuhn-Tucker必要最优性条

件[10];2012年,Burachik和Rizvi引入了新的集合[11]:对于x∈X,有
Mi(x)={x∈Rn|g(x)≦0,fi(x)≦fi(x)},i∈I;M(x)=∩

i∈I
Mi(x)。

2015年,赵克全基于Burachik和Rizvi的工作,提出了关于集合 M(x),Mi(x)的Clarke方向导数意义下的

线性化锥[2]。因此在Burachik,Rizvi和赵克全的工作基础上[2,11],提出关于集合M(x),Mi(x)的 M次微分意义

下的线性化锥如下。
定义7 在 M次微分意义下,集合M(x)在x处的线性化锥定义为:

LM(M(x),x)={d∈Rn|<ξ,d>≦0,∀ξ∈췍Mfi(x),i∈I,<η,d>≦0,∀η∈췍Mgj(x),j∈J(x)}。
简记为LM(M(x),x)={d∈Rn|<췍Mfi(x),d>≦0,i∈I,<췍Mgj(x),d>≦0,j∈J(x)}。

注5 在Rn 空间中,LM(M(x),x)是闭凸锥。
定理3 对于非光滑多目标规划问题(P),假设x∈S,函数fi(x),i∈I和gj(x),j∈J在x处是局部Lipschi-

tz,则有

0∈core(cl(cone(conv((∪
i∈I
췍Mfi(x))∪(∪

j∈췍J(x)
췍Mgj(x)))))+N̂(X,x))⇔LM(M(x),x)∩T(X,x)={0}。

证明 显然有LM(M(x),x)∩T(X,x)={0}⇔(LM(M(x),x)∩T(X,x))°=Rn。由引理6和集合

(LM(M(x),x)°+N(X,x))的凸性可知

(LM(M(x),x)∩T(X,x))°=cl(LM(M(x),x)°+T(X,x)°)=cl(LM(M(x),x)°+N(X,x))=
LM(M(x),x)°+N(X,x)=Rn。

又由引理5和集合X 的凸性可知,

LM(M(x),x)∩T(X,x)={0}⇔0∈core(LM(M(x),x)°+N̂(X,x))。
现只需证LM(M(x),x)°=cl(cone(conv((∪

i∈I
췍Mfi(x))∪(∪

j∈췍J(x)
췍Mgj(x)))))即可。

由定义可知,

LM(M(x),x)°=((∩
i∈I
(췍Mfi(x))°)∩(∩

j∈췍J(x)
(췍Mgj(x))°))°=((∪

i∈I
췍Mfi(x))°∩(∪

j∈췍J(x)
췍Mgj(x))°)°=

((∪
i∈I
췍Mfi(x))∪(∪

j∈췍J(x)
췍Mgj(x)))°°=(cl(cone(conv((∪

i∈I
췍Mfi(x))∪(∪

j∈췍J(x)
췍Mgj(x))))))°°。

即有LM(M(x),x)°=cl(cone(conv((∪
i∈I
췍Mfi(x))∪(∪

j∈췍J(x)
췍Mgj(x)))))成立。 证毕

定理4 对于非光滑多目标规划问题(P),假设x∈S,函数fi(x),i∈I和gj(x),j∈J在x处是局部Lipschi-
tz且在Rn 上伪凸。若LM(M(x),x)∩T(X,x) { }= 0 ,则有x∈EFF(f(S),Rl

+)。
由定理2和定理3易证定理4。

3结论和展望

本文使用 M次微分工具,讨论了在Rn 空间中非光滑多目标规划问题的最优性条件。并且基于Burachik和

Rizvi的工作[11],引入了在 M次微分意义下的线性化锥。通过线性化锥,建立了有效解的充分最优性条件的一

个等价形式。在后续的工作里,可以讨论在一般的Asplund空间中是否具有相同的结论,以及在一般的无限维

空间中是否具有相同的结论,比如:C(T)空间等等。同时,本文中主要结果需要的广义凸性是否可进一步减弱;
在 M次微分的意义下是否可以对各类真有效解建立类似的最优性条件等。
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Abstract:Throughoutthispaper,weconsiderthenonsmoothmultiobjectiveprogrammingproblemwithinequalityconstraints.In
thestudyingofthemultiobjectiveprogrammingproblem,manyresearchersfocusontheoptimalityofthesolutions.What’smore,

forthenonsmoothmultiobjectiveprogrammingproblem,itismeaningfultodiscussinthetermofthegeneralizeddifferential.The
classicalgeneralizeddifferentialtoolsincludetheClarkesubdifferentialandtheMordukhovich’ssubdifferential.Inourpaper,we
mainlyusetheMordukhovich’ssubdifferentialtostudythenonsmoothmultiobjectiveprogrammingproblem.TheMsubdifferential
isshortoftheMordukhovich’ssubdifferential.Inthispaper,weintroducethedefinitionoftheMordukhovich’spseudoconvex.Then
thenecessaryandsufficientoptimalityconditionoftheweakefficiencysolutionsandthesufficientoptimalityconditionoftheefficien-
cysolutionsaregiven.What’smore,weintroducetheconceptofthelinearizingconesbyusingtheMordukhovich’ssubdifferential
andproposeanequivalentdescriptionoftheefficientsolutions’optimalityconditionwithit.Finally,wegivesomefurtherresearch

problemsforfollowingstudy.
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