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摘要:曲率积分不等式不仅对刻画曲率流的演化过程起关键性作用,而且对人们理解晶体生长、燃烧过程也起着重要的作

用。利用凸函数的性质与仿射等周不等式,推广了 R2 中的曲率熵不等式,得到了 Rn 中类似的关于Gauss曲率的不等

式,并证明了等号成立的情形。事实上,当n=2时,给出了已有的曲率熵不等式的一个简化证明。
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在20世纪末,Green-Osher在推广Gage关于等周不等式[1]方面的工作时得到了一系列的关于曲率积分的

不等式[2]。这些不等式对于刻画曲率流的演化过程起着关键性作用[3-4]。目前关于Green-Osher的工作推广、加

强及最新进展可参见文献[5-9]。作为Green-Osher在文献[2]中得到的重要结论之一,曲率熵不等式表述如下。

设K 为R2 中边界光滑的紧致闭凸集,则K 的面积A,边界曲线∂K 的相对曲率κ,满足不等式

∫∂K
κlog(κ)ds+πlogAæ
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π ≥0。 (1)

虽然Green-Osher在文献[2]中称不等式(1)也为等周不等式,但遗憾的是其并没有讨论该不等式等号成立

的情形。在文献[8]中作者中利用分析的方法给出了(1)式一种新的证明方法,并得到了等号仅对圆成立。

本文主要研究Rn 中具有正曲率且边界C2 光滑的凸体的情形,利用凸函数的性质与仿射等周不等式,得到

了Rn(n≥2)中关于Gauss曲率类似(1)式的不等式。特殊地,当n=2时,即为Green-Osher所得到的(1)式。此

类不等式对于人们理解晶体生长、燃烧过程以及曲线的演过程起着重要作用[3-4,10]。

1预备知识

设Kn 为欧式空间Rn 中的紧致凸集族,Bn 为Rn 中的单位球。Kn 中所有包含非空内点的凸集叫做凸体,记

为Kn
0。凸体M⊆Rn 的体积记作V(M)。单位球Bn 的体积记为ωn。设K∈Kn,K 的支持函数h(K,·):Rn→R

定义为[11]:h(K,x)=max{x·y:y∈K}。K 的曲率函数F(K,u)为定义在Sn-1上 Hessian矩阵∇2h(K,u)的

n-1阶主子式的和。当K 的边界∂K 具有正曲率且C2 光滑时,Sn-1上的Lebesgue测度SK 的Radon-Nykodim
导数为曲率函数且等于∂K 的Gauss曲率G(K,·)的倒数[11]:

dSK

du=F
(K,u)= 1

G(K,ν-1(u))
, (2)

其中SK 为K 的表面积测度,ν-1为Gauss映射ν:∂K→Sn-1的逆映射。特殊地,当K 为平面R2 中边界光滑凸体

时Gauss曲率即为K 的边界曲线的曲率κ。
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当凸体K 的边界∂KC2 光滑时,凸体经典的仿射表面积的定义为[11]

Ω(K)=∫Sn-1
F(K,u)

n
n+1du。 (3)

2主要结论及其证明

下面的引理为著名的仿射等周不等式[11],对证明本文的结论起着重要的作用。

引理1 设K∈Kn
0,且边界C2 光滑具有正的 Gauss曲率,则

Ω(K)n+1≤nn+1ω2nV(K)n-1, (4)

等号成立当且仅当K 为椭球。

定理1 设K 为 Rn 中边界C2 光滑的凸体(K∈Kn
0),则 K 的体积V(K),K 的边界曲面的 Gauss曲率

G(K,x),满足不等式

∫∂K
G(K,x)logG(K,x)dSK +ωnlog V(K)
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≥0, (5)

等号成立当且仅当K 为球。

证明 由(2)式可得

∫∂K
G(K,x)logG(K,x)dSK =∫Sn-1

log 1
F(K,u)du=-n+1

n∫Sn-1
logF(K,u)

n
n+1du。

令f(t)=-logt,由于f(t)为凸函数。因此,根据Jensen不等式与(3)式可知

-n+1
n∫Sn-1

logF(K,u)
n

n+1du≥-n+1
n
(nωn)log∫Sn-1

F(K,u)
n

n+1du
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n+1
。 (6)

又因f(t)在(0,+∞)上为减函数,由引理1中仿射等周不等式(4)可知(5)式成立。

下面讨论等号成立的情形。由于f(t)严格单调递减,(6)式等号成立当且仅当F(K,u)为常数,即(6)式等号

成立当且仅当K 为球(当F(K,u))为常数时K 为球[12]。由前面的证明过程可知当且仅当(4)式与(6)式同时取

等号时(5)式才能取得等号。根据(4)式等号成立的条件可知,(5)式等号成立当且仅当K 为球(这里因为球可以

看作特殊的椭球,即焦点重合的椭球)。

综上可知定理得证。 证毕

特殊地,当n=2时,(5)式即为Green-Osher所得到的结果不等式(1)。
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TheGeneralizedEntropyInequalityforCurvature
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Abstract:Theinequalityforcurvatureintegralnotonlyplaysakeyroleintheevolutionofthecurvatureflow,butalsoplaysanim-

portantroleintheunderstandingofthecrystalgrowthandthecombustionprocess.Soitissignificanttostudytheinequalityfor

curvatureintegral.Inthispaper,wegeneralizetheentropyinequalityforcurvatureinR2.Byconvexityoffunctionandaffineisope-

rimetricinequality,weobtaininequalitiesinRnsimilartotheentropyinequalityforGausscurvature.Infact,whenn=2,asimpli-

fiedproofoftheentropyinequalityforcurvatureisobtainedin[2].
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