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一类H-V功能性反应的捕食系统的持续性与稳定性分析
*
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摘要:分析了Hassell-Varley功能性反应的捕食系统的动力学行为。首先建立了一个新的具有H-V型功能性反应捕食系

统的数学模型。然后给出持续生存的定义和两个基本引理,通过运用比较原理和分析技巧,获得了该捕食者-食饵系统的

持续生存的充分条件。利用线性化方法和矩阵性质,得到系统在正平衡点局部渐近稳定。最后利用线性化方法,获得具

常系数 H-V功能性反应的捕食系统的局部稳定的充分条件。所得结果是新的,扩展了相关文献的一些结论。
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捕食者-食饵相互作用关系是生物种群之间相互利用的基本关系之一,功能性反应在捕食者-食饵系统的研

究中具有重要作用。由于功能性反应在捕食者-食饵系统研究中的重要作用,因此出现了大量的相关研究模型,
包括研究最普遍的Holling模型、标准的Lotka-Volterra模型、Arditi&Ginzburg研究的独立比例模型和 Has-
sell-Varley模型,其中H-V模型是Hassell和Varley在1969年首次发现充裕的捕食者数量对捕食量有反作用

的实验证据并提出的模型,该模型更形象地表述了生物系统相互作用的关系[1]。本文考虑具有一般的非线性饱

和率的H-V型功能性反应的捕食者-食饵系统:

x′=x(r(t)-b(t)x)- α(t)x2y
γ(t)x2+y2δ

,

y′=-y(k(t)-c(t)y)+ β(t)x2y
γ(t)x2+y2δ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 。

(1)

其中x(0)>0,y(0)>0,δ∈(0,1);x(t),y(t)分别表示食饵种群和捕食者种群在t时刻的密度;r(t),k(t),α(t),

β(t),γ(t)分别表示食饵内禀增长率、捕获率、半饱和常数、捕食者的死亡率和食饵生物量转化为捕食者生物量的

转化率;δ称为Hassell-Varley系数。该模型能够反映形成群体的捕食者之间的相互关系,对于某些构成群体的

陆地捕食者,可设δ=1/2,而对某些构成群体的水生捕食者,设δ=1/3更合适些。若δ=1,即捕食者没有形成群

体,则该模型就变为比率型捕食者-食饵系统。
近年来,H-V反应的捕食系统已被很多学者进行了广泛而深入的研究[2-12]。刘秀湘等人[7]研究了具有 Has-

sell-Varley型功能性反应的捕食者-食饵系统并建立了非自治差分方程模型,运用拓扑度的同伦不变性,得到了

这类系统正周期解存在的充要条件。郭翠晶等人[8]利用重合度理论中的延拓定理,讨论了一类具有 Hassell-
Varley型功能性反应的捕食者-食饵系统正周期解的存在性,得到了保证正周期解存在性的充分判据。温绍雄

等人[9]利用重合度理论中的延拓定理,讨论了一类时标动力学方程所刻画的具有 Hassell-Varley型功能性反应

的捕食者-食饵系统周期解的存在性。钟敏玲等人[10]研究了具 Hassell-Varley-Holling功能性反应的非自治系

统研究了种群的持续生存和绝灭性。但对于更一般的非线性饱和率 H-V系统的持续性和稳定性仍然需要进一

步讨论。
下面首先给出了一个新的具有H-V型功能性反应捕食系统的模型,运用比较定理,证明了具有H-V型功能

性反应的捕食者-食饵系统的持续生存性;利用线性化方法和矩阵性质,得到系统在正平衡点局部渐近稳定。

1具有H-V功能性反应的捕食系统的持续生存性

系统的持续生存对研究生物种群起着至关重要的作用,一个系统是否持续生存也是系统是否稳定的前提条
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件。因此先给出一般形式下的H-V型功能性反应的捕食者-食饵系统的持续生存的定义及结论。
对于H-V系统(1),给出以下的持续生存性定义。
定义1 如果存在正常数m,M(m<M),使得对于系统(1)的任意的正初始值的解(x(t),y(t))都有

min{lim
t→∞
infx(t),lim

t→∞
infy(t)}≥m,max{lim

t→∞
supx(t),lim

t→∞
supy(t)}≤M,

那么称系统(1)是持续生存的(考虑到生态的意义,这里只考虑初值x(0)>0,y(0)>0的解(x(t),y(t)))。
这里考虑方程

dw
dt=wφ(w), (2)

其中φ∈C(R+,R),φ(0)>0,当w>0时有φ′(w)<0并且有M>0使φ(M)<0。
引理1[13] 纯量方程(2)有唯一的正平衡点w*且在R+上是全局渐近稳定的。
这里考虑函数:

f(z)= z
(θ+z2δ)

, (3)

这里z∈[0,+∞),θ>0,δ∈(0,1),那么f′(z)=θ+ (1-2δ)z2δ

(θ+z2δ)
2 。

引理2[14] 对(3)式给出的函数f(z),有如下性质:1)如果δ∈ 0,æ

è
ç

ù

û
úú

1
2
,那么当z∈[0,∞)有f′(z)>0;2)如

果δ∈ 1
2
,æ

è
ç

ö

ø
÷1 ,那么当z∈[0,z*]时f′(z)≥0,而当z∈[z*,∞)时f′(z)<0,z*= θ

2δ
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
1
2δ,进一步有f(z)≤

f(z*)=12δ
2δ-1æ

è
ç

ö

ø
÷

θ

2δ-1
2δ 。

下面讨论H-V系统是持续生存的。

定理1 若βm-kMγM>0且cM<
2δkm

2δ+1+γm
,其中定义

βm=minβ(t),kM=maxk(t),km=mink(t),γM=maxγ(t),γm=minγ(t),cM=maxc(t),
则系统(1)是持续生存的。

证明 根据系统(1)知道x′(t)≤x(rM-bmx),则有,

lim
t→∞
supx(t)≤rM

bm
= M1, (4)

所以对于任意的ε>0,有T1>0使得t>T1 的时候x(t)≤M1+ε,则:

dy
dt≤-

(km-cMy)y+ βM(M1+ε)2y
γm(M1+ε)2+y2δ

=y -(km-cMy)+ βM(M1+ε)2
γm(M1+ε)2+y2

é

ë
êê

ù

û
úúδ ,t>T1,

令φ1(y)=-(km-cMy)+ βM(M1+ε)2
γm(M1+ε)2+y2δ

,根据条件βm-(kM-cm)γM>0得

βM(M1+ε)2>(km-cM)γm(M1+ε)2,
知φ1(0)>0,φ′1(y)<0,则φ1(y)=0有唯一的正根,记为y*,根据引理2的结论1)可以得到lim

t→∞
supy(t)≤y*。

再根据ε的任意性,有:

lim
t→∞
supy(t)≤y*=M2, (5)

因此存在T2>0有t>T2 的时候y(t)≤M2+ε。
下面讨论对系统(1)任意的有正初始值的解(x(t),y(t))有min{lim

t→∞
infx(t),lim

t→∞
infy(t)}>m。

1)当1-2δ≥0时,根据引理2的结论2),当t>T2 有:

x′≥x(rm-bMx)- αMx2y
γmx2+y2δ

≥x(rm-bMx)- αMx2(M2+ε)
γmx2+(M2+ε)2δ≥

x{rm-[bM+αM(M2+ε)1-2δ]x}。
根据引理1以及ε的任意性可以得到

lim
t→∞
infx(t)≥ rm

bM+αMM1-2δ
2
。 (6)
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2)当1-2δ<0时,根据引理2的结论2)可得

x′≥x(rm-bMx)- αMx2y
γmx2+y2δ

=x(rm-bMx)- αMx2

γm
x2æ

è
ç

ö

ø
÷

y +y2δ-1
≥

x(rm-bMx)-αMx2

2δ
2δ-1
γmx

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2δ-1
2δ

=xrm-bMx-αM

2δ
2δ-1
γ

æ

è
ç

ö

ø
÷

m

2δ-1
2δ

x
1é

ë
êê

ù

û
úúδ 。

令ψ1(x)=rm-bMx-αM

2δ
2δ-1
γ

æ

è
ç

ö

ø
÷

m

2δ-1
2δ

x
1
δ,则ψ1(0)>0。根据引理2的结论1),有lim

t→∞
infx(t)≥x*,这里x*

是方程φ1(x)=0的唯一正根。

记m1= min x*, am

bM+αMM1-2δ{ }
2

,那么lim
t→∞
infx(t)≥m1。因此有T3>0使得t>T3 的时候有x(t)≥m1-ε,

并且

y′≥y -(kM-cmy)+ βmx2

γMx2+y2
é

ë
êê

ù

û
úúδ =y -(kM-cmy)+

 
βm

γM+y
2δ

x

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú2

≥

y -(kM-cmy)+

 
βm

γM+ y2δ
(m1-ε)

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú2

,

令φ2(y)=-(kM-cmy)+ βm

γM+ y2δ
(m1-ε)2

。

根据定理1的条件有φ2(0)>0,φ′2(y)<0知φ2(y)=0有唯一的正跟y**,由引理1和ε的任意性可得到:

lim
t→∞
infy(t)≤y**=m2。 (7)

由(4)~(7)式知系统(1)满足定义1,因此系统是持续生存的。 证毕

2具有H-V功能性反应的捕食系统的稳定性

为了方便讨论,本节研究当δ=12
,c(t)=0且各参数为常系数时,Hassell-Varley型功能性反应的捕食者-食

饵系统的稳定性,模型如下:

x′=x (r-bx)- αxy
γx2+

é

ë
êê

ù

û
úúy
,

y′=y -k+ βx2
γx2+

é

ë
êê

ù

û
úúy

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 。

(8)

其中x(0)>0,y(0)>0;x(t),y(t)分别表示食饵种群和捕食者种群在t时刻的密度;r,k,α,β,γ分别表示食饵内

禀增长率、捕获率、半饱和常数、捕食者的死亡率和食饵生物量转化为捕食者生物量的转化率。

2.1正平衡点的存在性

基于系统的生存意义,系统的正平衡点的存在性对于系统的研究具有十分重要的作用,现在考虑系统(8)的
正平衡点的存在性,由

x (r-bx)- αxy
γx2+

é

ë
êê

ù

û
úúy =0,

y -k+ βx2
γx2+

é

ë
êê

ù

û
úúy =0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 。

(9)

解得

x= βr
α(β-kγ)+βb

,

y= β2r2(β-kγ)
k[α(β-kγ)+βb]2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 。

(10)
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当βm-kMγM>0时,正平衡点(x*,y*)存在:

(x*,y*)= βr
α(β-kγ)+βb

, β2r2(β-kγ)
k[α(β-kγ)+βb]

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 , (11)

且系统(9)有唯一的正平衡点(x*,y*)。

2.2正平衡点的局部渐近稳定

定理2 当αM(βM-kMγM)<bmβm 时,系统(8)在平衡点处(x*,y*)具有局部渐近稳定。
证明 系统(8)在平衡点(x*,y*)的雅可比矩阵为:

J(x*,y*)=
r-2bx*- 2αx*(y*)2

γ(x*)2+(y*)2 - αγ(x*)2
(γ(x*)2+y*)2

2βx*(y*)2
(γ(x*)2+y*)2 -k βγ(x*)2

(γ(x*)2+y*)

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

2

。 (12)

由(9)得:

J(x*,y*)=
r-2bx*- 2αx*(y*)2

γ(x*)2+(y*)2
-k2αγ
β2

2βx*(y*)2
(γ(x*)2+y*)2

k(kγ-β)

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

β

, (13)

将(13)式经过初等变换,则有:

r-2bx* -kα
β

2βx*(y*)2
(γ(x*)2+y*)2

k(kγ-β)

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

β

≜G(x*,y*), (14)

将(11)式代入(14)式得:

G(x*,y*)=

r{α[β-kγ]-bβ}
α[β-kγ]+bβ

-kα
β

2r(β-kγ)2{[β-kγ]+bβ}
k(kγ-β)

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

β

≜
g11 g12
g21 g
æ

è
ç

ö

ø
÷

22

,

当αM(βM-kmγm)<bmβm 时,g11=r
{α[β-kγ]-bβ}
α[β-kγ]+bβ

<0,g12=-αk
β
<0,由于βm-kMγM>0,则:

g21=2r(β-kγ)2{[β-kγ]+bβ}>0,g22=
k[kγ-β]

β
<0,

那么g11g22-g12g21>0。
因此矩阵G(x*,y*)为负定矩阵,则J(x*,y*)也为负定矩阵,满足系统稳定性定义,故系统(1)在平衡点

(x*,y*)处有局部渐近稳定。 证毕
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PermanenceandStabilityofPredator-preySystemwithHassell-VarleyTypeFunctionalResponse

HUChunjian,WANGLi
(1.DepartmentofBasicCoursesTeaching,ChongqingVocationalCollegeofFinanceandEconomics,Chongqing402160;

2.ThirdMiddleSchoolofChongqingUniversityTown,Chongqing401331,China)

Abstract:Thispaperdiscussesthepermanenceandstabilityofpredator-preysystemwithHassell-Varleytypefunctionalresponse.
Firstly,anewmodelofthesystemisformulated.Then,bytheskillsofinequalities,weobtainasufficientconditionensuringthe

permanenceforpredator-preysystemisobtained.Finally,basedontheresults,stabilityofsystemisderivedbyusingmatrixtheo-
ry.Theobtainedresultsarenovelandimprovesomeonesinexistingpublications.
Keywords:Hassell-Varleytypefunctionalresponse;predator-preysystem;permanence;stability
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