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新三维非线性混沌系统的动力特性分析
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摘要:基于动力系统的理论和方法,采用理论分析和 Matlab仿真相结合的方式,利用微分方程比较定理和Lagrange乘数

法研究了Couette-Taylor流混沌系统的最终界和全局指数吸引集。对于系统的不同参数,得到了该系统最终界和全局吸

引集统一的数学表达式。最后,Matlab模拟验证了计算理论的正确性。研究结果为该系统的混沌控制、混沌同步,吸引

子维数的估计提供了理论依据。
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混沌系统有着对系统初值和系统参数的敏感依赖性。1963年,美国气象学家Lorenz[1]提出了第一个天气预

报混沌模型即Lorenz系统。1999年,陈关荣等人[2]提出了一类与Lorenz系统为对偶系统的Chen系统。2002
年,中国科学院吕金虎等人[3]提出了一类处于Lorenz与Chen之间的过渡系统,即Lü系统。2007年,王兴元等

人[4]提出了超混沌Lorenz系统。对于混沌的研究,特别是对三维混沌系统的研究,新的系统不断被科学工作者

提出与发现。混沌系统在数学、物理、化学、电路、混沌保密通信、图像加密、控制科学与工程、激光、复杂网络等

领域都有着非常重要的应用价值[5-9]。
混沌系统的最终界和吸引集是混沌系统动力学行为研究的一个重要方面,在混沌系统的控制、同步和吸引

子维数估计方面有着重要的应用[10-12]。1987年,Leonov基于动力系统的稳定性理论研究了Lorenz混沌吸引子

的有界性[13-14]。随后,廖晓昕、Pogromsky等人给出了Lorenz混沌吸引子界的一系列更深入的研究,并且给出

了Lorenz混沌系统正半轨线进入吸引集的速率估计[15-16]。最近,张付臣等人给出了Lorenz混沌系统最终界和

吸引集一系列更为深刻的研究[17]。基于以上文献的启发,金融混沌系统、简化Lorenz混沌系统、二次高维混沌

系统的最终界和其他动力学行为也得到了一系列的研究[18-21]。

Lorenz系统是将满足一定边界条件的Navier-Stokes方程和热传导方程进行傅立叶展开后截断而得到的。

Lorenz系统的实际背景来源于简化的大气对流模型,两平行板间流体从下板加热,热量从下至上传递,当温度比

较低时,热量通过热传导方式传递,流体不发生运动。当温度增高时,液体就要发生对流,当温度继续升高时液

体会翻转而发生混沌[22]。傅立叶展开方法的优点是用得到的简单Lorenz系统可以粗略地描述复杂的物理想

象,缺点在于得到的Lorenz方程过于简单。为克服以上研究方法的不足,王海燕等人[23]运用谱方法对同心旋转

圆柱间流动的Navier-Stokes方程谱展开后进行三模态截断得到了三模Couette-Taylor混沌系统,并且研究了

该三模Couette-Taylor混沌系统吸引子的存在性、平衡点及其稳定性等问题。但是该三模Couette-Taylor流混

沌系统的最终界和全局吸引域等问题还没有得到研究。受以上研究的启发,下面讨论了该三维Couette-Taylor
流混沌系统的最终界和全局吸引集,并且给出计算机仿真。

1动力系统模型及其主要结果

三模Couette-Taylor流混沌系统模型如下[23]:
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(1)

图1 系统(1)在xoyz空间中的混沌吸引子

Fig.1 Chaoticattractorsofthesystem(1)inxoyzspace

这里a,b,c,r为系统(1)的
正参数。当a=20,b=0.5,
c=1.3,r=27时,系统(1)
的混沌吸引子[23]见图1和

图2。
下面将基于动力系统的

理论与方法,研究三模Cou-
ette-Taylor流混沌模型(1)
的最终界与全局吸引集。

图2 系统(1)在xoy,xoz和yoz平面上的混沌吸引子

Fig.2 Chaoticattractorsofthesystem(1)inxoy,xozandyozplanes

1.1最终界

引理1 定义椭球面

Γ2= (x,y,z)y2
m2+

(z-l)2
l2 +x

2
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,m>0,n>0,l> }{ 0 (2)

和三元函数

H(x,y,z)=y2+z2+x2, (3)
则有:
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根据多元函数求极值的拉格朗日乘数法容易证明引理1。
定理1 对任意的a>0,b>0,c>0,r>0,λ>0,m>0,下面所定义的集合

Ψλ,m= (x,y,z)λx2+(cλ+m)y2+mz-aλ+crλ+rmæ

è
ç

ö

ø
÷

m
2

≤R2
λ, }{ m (4)

为系统(1)的一个最终界和正向不变集。这里R2
λ,m=

b2(λa+crλ+rm)2
4a(b-a)m

,a≤1,b≥2a,
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证明 构造广义Lyapunov函数族

V(x,y,z)=V(X)=λx2+(cλ+m)y2+mz-aλ+crλ+rmæ

è
ç

ö

ø
÷

m
2
,∀λ>0,∀m>0, (5)

沿着上述系统(1)的正半轨线求导函数,即得

dV(X(t))
dt (1)

=2λxdxdt+2
(cλ+m)ydydt+2mz-λa+crλ+rmæ
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-2aλx2-2(cλ+m)y2-2bmz2+2b(λa+crλ+rm)z,

令V
·
=0,可以得到下面的三维椭球面:

Γ0= (x,y,z) λx2
b(aλ+crλ+rm)2

4am

+
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在Γ0 外面有V
·
<0,而在Γ0 内部,有V

·
>0。从而三元函数V(x,y,z)只能在三维椭球面Γ0 取得最大值。因为

V(x,y,z)为一个连续函数,且椭球面Γ0 为有界的闭集合,故函数V(x,y,z)能够在三维椭球面Γ0 上取到相应的

最大值。下面计算该最大值 max
(x,y,z)∈Γ0

V(x,y,z)=R2
λ,m。即求如下的条件极值问题:
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下面根据引理1求该条件极值,从而令 λx=x1,cλ+my=y1,mz=z1,则上述条件极值问题可以转化

为下面的条件极值:

max
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由上述引理1,可以容易得到:

R2
λ,m=

b2(λa+crλ+rm)2
4a(b-a)m

,a≤1,b≥2a,

b2(λa+crλ+rm)2
4(b-1)m

,a>1,b≥2,

b2(λa+crλ+rm)2
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(6)

基于动力系统的理论与方法,容易证明Ψλ,m为系统(1)的一个最终界和正向不变集。从而,

Ψλ,m= (x,y,z)λx2+(cλ+m)y2+mz-aλ+crλ+rmæ

è
ç

ö

ø
÷

m
2

≤R2
λ,{ }m

为系统(1)的一个最终界和正向不变集。 证毕

虽然定理1指出系统(1)的正半轨线最终有界,但是没有给出轨线从吸引集外进入吸引集的速率表达式,对
于系统(1)的正半轨线进入吸引集的速率估计有下面的定理2。

1.2全局吸引集

定理2 对任意的a>0,b>0,c>0,r>0,λ>0,m>0,系统的正半轨线(1)存在指数估计式

V(X(t))-Lλ,m≤(V(X(t0))-Lλ,m)e-θ(t-t0), (7)
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从而,

Ωλ,m= X(t)V(X(t))≤Lλ,{ }m = (x,y,z)λx2+(cλ+m)y2+mz-aλ+crλ+rmæ
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ø
÷

m
2

≤Lλ,{ }m

为系统(1)的全局指数吸引集。其中:

V(X)=λx2+(cλ+m)y2+mz-aλ+crλ+rmæ

è
ç
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ø
÷

m
2
(∀λ>0,∀m>0),

θ=min(a,b,1)>0,Lλ,m=b
[aλ+crλ+rm]2

θm
。

证明 对任意的a>0,b>0,c>0,r>0,λ>0,m>0,构造广义Lyapunov函数族

V(x,y,z)=V(X)=λx2+(cλ+m)y2+mz-aλ+crλ+rmæ

è
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ø
÷

m
2
,∀λ>0,∀m>0,

当V(X(t))>Lλ,m,V(X(t0))>Lλ,m时,对时间t求导数有

dV(X(t))
dt (1)

=2λxdxdt+2
(cλ+m)ydydt+2mz-λa+crλ+rmæ
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m
dz
dt=

2λx(ay-ax+cyz)+2(cλ+m)y(rx-xz-y)+2mz-λa+crλ+rmæ

è
ç

ö

ø
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m
(xy-bz)=

-2aλx2-2(cλ+m)y2-2bmz2+2b(λa+crλ+rm)z≤
-2aλx2-2(cλ+m)y2-bmz2+2b(λa+crλ+rm)z≤

-2aλx2-2(cλ+m)y2-bmz-λa+crλ+rmæ

è
ç
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ø
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m
2

+b
(λa+crλ+rm)2

m ≤

-aλx2-(cλ+m)y2-bmz-λa+crλ+rmæ

è
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m
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+b
(λa+crλ+rm)2

m ≤

-θV+b
(λa+crλ+rm)2

m ≤-θV-b
(λa+crλ+rm)2

m
æ

è
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ø
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θ <-θ(V-Lλ,m)<0,

对上述不等式两边积分有,

V(X(t))-Lλ,m≤(V(X(t0))-Lλ,m)e-θ(t-t0), (8)

当V(X(t))>Lλ,V(X(t0))>Lλ 时,令t→+∞对上述不等式取上极限有lim
t→+∞

V(X(t))≤Lλ,m。从而集合

Ωλ,m= X(t)V(X(t))≤Lλ,{ }m = (x,y,z)λx2+(cλ+m)y2+mz-aλ+crλ+rmæ

è
ç

ö

ø
÷

m
2

≤Lλ,{ }m (9)

为系统(1)的全局吸引集,其中:

θ=min(a,b,1)>0,Lλ,m=b
[aλ+crλ+rm]2

θm
。 (10)

注 1)对(9)式中的参数λ>0,m>0取不同的λ,m 值,可以系统(1)的一系列不同的全局吸引集估计表达

式。

2)取λ=1,∀m>0时,根据定理2有:

Ω1,m= (x,y,z)x2+(c+m)y2+mz-a+cr+rmæ

è
ç

ö

ø
÷

m
2

≤L1,{ }m (11)

为系统(1)的全局吸引集。其中θ=min(a,b,1)>0,L1,m=b
(a+cr+rm)2

θm
。

3)取∀λ>0,m=1时,根据定理2有

Ωλ,1= (x,y,z)λx2+(cλ+1)y2+(z-aλ-crλ-r)2≤Lλ,{ }1

为系统(1)的全局吸引集。其中θ=min(a,b,1)>0,Lλ,1=b
(aλ+crλ+r)2

θ
。

4)取λ=1,m=1时,根据定理2有,

Ω1,1= (x,y,z)x2+(c+1)y2+(z-a-cr-r)2≤L1,{ }1 (12)

为系统(1)的全局吸引集。其中θ=min(a,b,1)>0,L1,1=b
(a+cr+r)2

θ
。

28 重庆师范大学学报(自然科学版) http://www.cqnuj.cn          第33卷



2数值模拟

据文献[23]取参数a=20,b=0.5,c=1.3,r=27,根据上述定理2有θ=min(a,b,1)=0.5,由(12)式有

图3 系统(1)正半轨线最终界估计图示

Fig.3 Boundsestimationofsystem(1)

Ω1,1= (x,y,z)x2+(c+1)y2+(z-a-cr-r)2≤L1,{ }1 =
(x,y,z)x2+2.3y2+(z-82.1)2≤82.1{ }2 ,

为系统(1)的一个界,系统(1)的正半轨线界估计,如图3所示。Ω1,1在

xoy,xoz和yoz平面上的投影图,见图4。

3结论

基于动力系统的基本理论和方法,研究了一个新三维混沌系统的

最终界和全局吸引集,本文分别得到了该系统最终界和全局吸引集统

一的数学表达式,这就为该混沌系统的控制、同步、吸引子维数的估计

等提供了理论依据。最后本文给出了相应的 Matlab仿真,Matlab仿

真验证了本文计算理论的可行性和正确性。

图4 Ω1,1在xoy,xoz和yoz平面上的投影图

Fig.4 BoundsestimationofΩ1,1inxoy,xozandyozplanes
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DynamicalAnalysisofaNew3DChaoticSystem Model

HUYongcai1,ZHANGYong1,SHUYonglu2

(1.DepartmentofBasicTeaching,HenanPolytechnicInstitute,NanyangHenan473000;

2.CollegeofMathematicsandStatistics,ChongqingUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Basedonthetheoryandthemethodofdynamicalsystems,thispaperfurtherinvestigatescomplexdynamicalbehaviorsof

theCouette-TaylorflowchaoticsystembytheoreticalanalysisandMatlabsimulationcombinedmethod.Theultimateboundsand

globalattractivesetsofthesystemareobtained.Inthispaper,theunifiedmathematicalexpressionoftheultimateboundsandglob-
alattractivesetsofthesystemareobtainedbythecomparisontheoremofdifferentialequationandLagrangemultipliermethod.Fi-
nally,Matlabsimulationverifiesthecorrectnessofthetheoreticalcalculation.Thisarticleprovidesatheoreticalbasisforchaoscon-
trol,chaossynchronization,theattractordimensionestimateofthissystem.
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