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解Volterra时滞积分方程的高精度外推算法
*

肖 继 红

(四川大学 锦江学院数学教学部,四川 彭山620860)

摘要:考虑Volterra时滞积分方程,证明了方程解的存在唯一性。通过梯形积分公式和中矩形公式离散方程,并通过插值

逼近非整数结点,得到了一个数值新算法,其收敛阶达到O(h2),通过采用外推技术,使收敛阶能提高到O(h3),并给出后

验误差估计。最后的数值算例很好地验证了理论结果。
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本文研究了下述的Volterra时滞积分方程:

u(t)=g(t)+∫
qt

0
K(t,s;u(s))ds,t∈I:=[0,T],q∈ (0,1), (1)

其中已知函数g(t):I→R,K:D→R(D:={(t,s):0≤s≤t≤T})。假设K∈Cm(D)和g∈Cm(I),则Volterra时

滞积分方程的解u(t)∈Cm(I)。
当今各种类型的时滞积分方程已经广泛用于力学、生态学、控制论、随机过程、经济管理和流行病学等诸多

领域中。一般来说,时滞方程无论理论和算法都较通常积分方程复杂。关于各种时滞方程的各种数值方法引起

了广泛的关注[1-8]。

Brunner在他的著作[2]中对Volterra时滞方程有系统的阐述,主要的研究方法是配置法,还可参见文献[5]。
研究时滞方程的其他方法还有谱方法[7]和Runge-Kutta法等。文献[13]从数值稳定性方面对时滞方程进行了

研究。通过外推法研究该方程的比较少,外推法[4,9,12]在对积分方程的研究方面起着非常重要的作用。本文主

要利用求积法和外推技术,分析了该方程的算法,能使收敛误差精度更高。通过理论分析和最后的数值算例很

好地说明了外推技术能减少存储量与计算量。

1解的存在唯一性

首先构建Picard迭代序列{un(t)}(n=1,2,…):

u0(t)=g(t),

un(t)=g(t)+∫
qt

0
K(t,s;un-1(s))ds{ 。

(2)

对任意的连续函数u,v,则存在非负函数M(t,s),N(t),其中M(t,s)满足Lipschitz界:

|K(t,s;u)-K(t,s;v)|≤M(t,s)|u-v| (3)

和 ∫
t

0
|K(t,s;g(s))|ds≤N(t)。 (4)

为了得到收敛性分析,假设     ∫
t

0∫
x

0
M2(t,s)d( )s dx≤∫

t

0
M2(x)dx≤M2 <1, (5)

∫
t

0
N2(s)ds≤N2, (6)

这里M,N 是两个正常数。
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定理1 设g(t)和K(t,s;u(s))∈C3[0,T],满足条件(3)~(6)。令

u(t)=u1(t)+∑
∞

n=1

(un+1(t)-un(t)), (7)

则Picard迭代序列{un(t)}∞n=1绝对收敛于u(t)且方程(1)存在唯一解。
证明 首先,证解的唯一性,设u,v是(1)式的两个解,

|u(t)-v(t)|2 ≤∫
qt

0
|K(t,s;u(s))-K(t,s;v(s))|d{ }x

2

≤

∫
t

0
M2(t,s)ds·∫

t

0
|u(s)-v(s)|2ds≤M2(t)·∫

t

0
|u(s)-v(s)|2ds, (8)

在(8)式两边积分得

∫
t

0
|u(s)-v(s)|2ds≤M2∫

t

0
M2(s)ds<∫

t

0
|u(s)-v(s)|2ds, (9)

显然矛盾,证得解具有唯一性。
其次,证解的存在性,利用假设可得

|u1(t)-u0(t)|≤∫
qt

0
|K(t,s;g(s))|ds≤∫

t

0
|K(t,s;g(s))|2ds≤N(t)。 (10)

利用数学归纳法和Schwarz不等式来证明方程(1)的存在性,

|u2(t)-u1(t)|≤∫
qt

0
|K(t,s;u1(s))-K(t,s;u0(s))|ds≤

∫
t

0
M(t,s)|u1(s)-u0(s)|ds≤∫

t

0
M2(t,s)ds·∫

t

0
N2(s)ds=NM(t)。 (11)

假设有|un(t)-un-1(t)|≤NMn-2M(t)成立,所以

|un+1(t)-un(t)|≤∫
t

0
M(t,s)|un(s)-un-1(s)|ds≤∫

t

0
M(t,s)NMn-2M(s)ds≤

NMn-2∫
t

0
M2(t,s)ds·∫

t

0
M2(s)ds≤NMn-1M(t), (12)

可得 |un+1(t)-un(t)|2≤N2M2(n-1)M2(t)。 (13)
在(13)式两边从0到t积分得

∫
t

0
|un+1(s)-un(s)|2ds≤N2M2n, (14)

当n→∞时,Picard迭代序列{un(t)}∞n=1是Cauchy序列,几乎处处一致收敛于u(t)。 证毕

2数值算法

下面给出一些重要的引理,梯形求积公式和中矩形求积公式的Euler-Maclaurin展开式(Marchuk[10])。

引理1 令f(x)∈C2k+1[a,b],取h=b-an
,则成立梯形积分公式的渐进展开式

Tn(f)=h 1
2f
(a)+f(a+h)+…+f(a+(n-1)h)+12f

(bé

ë
êê

ù

û
úú)=∫

b

a
f(x)dx+

B2

2! h
2[f′(b)-f′(a)]+…+ B2k

(2k)! h
2k[f(2k-1)(b)-f(2k-1)(a)]+h2k+1∫

b

a
p2k+1 nx-a

b-
æ

è
ç

ö

ø
÷

a f(2k+1)(x)dx,

其中B2k是Bernoulli数,B2=16
,B4=-130

,…,p2k+1(x)=(-1)k-1∑
+∞

n=1

sin(2πnx)
(2πn)2k+1

。

中矩形积分公式的渐进展开式:

Mn(f)=hfa+hæ

è
ç

ö

ø
÷

2 +fa+3hæ

è
ç

ö

ø
÷

2 +…+fa+2n-1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúh =∫

b

a
f(x)dx+

B2
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

2! h2[f′(b)-f′(a)]+…+

B2k
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

(2k)! h2k[f(2k-1)(b)-f(2k-1)(a)]+h2k+1∫
b

a
p2k+1

1
2-nx-a

b-
æ

è
ç

ö

ø
÷

a f(2k)(x)dx,
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其中B2j
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =- 1- 1

22j
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1 B2j。

首先在区间[0,T]上取步长h=T
N
,令ti=ih,i=1,2,…,N。在方程(1)中令t=ti,得到

u(ti)=g(ti)+∫
qti

0
K(ti,s;u(s))ds=g(ti)+∫

t[qi]

0
K(ti,s;u(s))ds+

∫
qti

t[qi]
K(ti,s;u(s))ds=g(ti)+I1+I2, (15)

其中[qi]表示不超过qi的最大整数,I1=∫
t[qi]

0
K(ti,s;u(s))ds,I2=∫

qti

t[qi]
K(ti,s;u(s))ds。当f(x)∈C2[a,b],

h=b-aN
对于梯形公式存在界∫

b

a
f(x)dx=h

2
[f(a)+f(b)]+h∑

N-1

k=1
f(a+kh)-h2

12f″
(η),η∈(a,b),对中矩形公

式有∫
b

a
f(x)dx=fa+bæ

è
ç

ö

ø
÷

2
(b-a)+h3

24f″
(ξ),ξ∈ (a,b)。

下面对积分离散化,在[0,t[qi]]采用梯形公式,[t[qi],qti]上采用中矩形公式,可得到:I1 ≈h∑
[qi]-1

k=0
K(ti,tk;uk)+

h
2K(ti,t[qi];u[qi]),I2 ≈ (qti-t[qi])Kti,qti+t[qi]

2
;uqti+t[qi]æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
。

由于时间的延时性,uqti+t[qi]æ

è
ç

ö

ø
÷

2
用相邻的结点u(t[qi]),u(t[qi]+1)插值逼近。由于t[qi]≤

qti+t[qi]
2 ≤t[qi]+1,所

以可令qti+t[qi]
2 =βt[qi]+(1-β)t[qi]+1,0≤β≤1,此处β=1-

qi-[qi]
2

。利用Taylor公式,可得

uqti+t[qi]æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =βu(t[qi])+(1-β)u(t[qi]+1)-β
(1-β)
2 h2u″qti+t[qi]æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +O(h3)。 (16)

可利用βu(t[qi])+(1-β)u(t[qi]+1)去近似逼近uqti+t[qi]æ

è
ç

ö

ø
÷

2
。可以得到该方程的离散方程,找u(ti)的近似值ui:

u0=g(t0),

ui=g(ti)+h
2K(ti,t0;u0)+h∑

[qi]-1

k=1
K(ti,t;uk)+h

2K(ti,t[qi];u[qi])+

  (qti-t[qi])Kti,qti+t[qi]
2

;βu[qi]+(1-β)u[qi]+
æ

è
ç

ö

ø
÷1

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 。

(17)

方程(17)是一个非线性方程,ui,i=0,1,…,N 可以通过下面的迭代算法去计算。
算法1:

Step1 置充分小的ε>0,u0=g(t0),i:=1;

Step2 置u0i=ui-1,m:=0,计算um+1
i (i≤N)通过下面的简单迭代:

um+1
i =g(ti)+h

2K(ti,t0;u0)+h∑
[qi]-1

k=1
K(ti,tk;um

k)+h
2K(ti,t[qi];um

[qi])+

(qti-t[qi])Kti,qti+t[qi]
2

;βu[qi]+(1-β)um
[qi]+

æ

è
ç

ö

ø
÷1 ;

Step3 假设有|um+1
i -um

i|≤ε,置ui:=um+1
i ,且i:=i+1,继续Step2;否则,置m:=m+1,进行Step2。

3收敛性分析,误差估计

离散Grownwall不等式(Marchuk,Shaidurov[10];吕涛[11])

引理2 假设非负序列{yn,n=1,2,…,N}满足y0=0,yn≤A+Bh∑
n-1

j=0
yj,那么存在不依赖于h的常数使得

max
0≤i≤N

yj≤AeB。

定理3 假设方程(1)的解u(t)∈C3[0,T]和核 K(t,s;·)∈C3[0,T]×[0,T],且满足Lipschitz条件

|K(t,s;u)-K(t,s;v)|≤L|u-v|,(t,s)∈D,常数L 与h 无关。记eh
i=u(ti)-uh

i,则存在不依赖于h的常数
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C>0,使得

max
1≤i≤N

|eh
i|≤Ch2。 (18)

证明 对I1 用梯形公式渐进展开,有渐进误差EI1
,对I2 用中矩形公式渐进展开,有渐进误差EI2

。EI1 =

-h2
12∫

t[qi]

0

∂2
∂s2K

(ti,s;u(s))ds+O(h3)= -Q1(ti)h2+O(h3),EI2=-
β(1-β)
2

(qti-t[qi])h2u″
qti+t[qi]æ

è
ç

ö

ø
÷

2
·

K′u ti,
qti+t[qi]
2

;βu(t[qi])+(1-β)u(t[qi]+1
æ

è
ç

ö

ø
÷) +h2
12∫

qti

t[qi]

∂2
∂s2K

(ti,s;u(s))ds+O(h3)= Q2(ti)h2+h2-h2
12

·

∫
qti

t[qi]

∂2
∂s2K

(ti,s;u(s))ds+O(h3)=Q2(ti)h2+h2-h2
12∫

qti

t[qi]

∂2
∂s2K

(ti,s;u(s))ds+O(h3)=Q2(ti)h2+O(h2),这里

Q2(ti)=-β(1-β)
2

(qti-t[qi])u″
qti+t[qi]æ

è
ç

ö

ø
÷

2 K′u ti,qti+t[qi]
2

;βu(t[qi])+(1-β)u(t[qi]+1
æ

è
ç

ö

ø
÷)+ 112∫

qti

t[qi]

∂2
∂s2K

(ti,s;

u(s))ds,K′u(t,s;u(s))=∂∂uK
(t,s;u(s))。

从上面的关系式,可以得到下面的关系式:

u(ti)=g(ti)+h∑
[qi]-1

k=1
K(ti,tk;u(tk))+h

2K(ti,t[qi];u(t[qi]))+

(qti-t[qi])Kti,qti+t[qi]
2

;βu(t[qi])+(1-β)u(t[qi]+1
æ

è
ç

ö

ø
÷)+(Q2(ti)-Q1(ti))h2+O(h3), (19)

用(19)式减去(13)式,可以得到误差{eh
i}满足的方程组

eh
0=0,

eh
i=h ∑

[qi]-1

k=1
[K(ti,tk;u(tk))-K(ti,tk;uh

k)]+h
2
[K(ti,t[qi];u(t[qi]))-K(ti,t[qi];uh

[qi])]+(qti-t[qi])·

 Kti,
qti+t[qi]
2

;βu(t[qi])+(1-β)u(t[qi]+1
æ

è
ç

ö

ø
÷)-Kti,

qti+t[qi]
2

;βuh
[qi]+(1-β)uh

[qi]
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú+1 +

  (Q2(ti)-Q(ti))h2+O(h2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï )。

(20)

两边取绝对值,由Lipschitz条件,可以得到{eh
i}所满足的不等式组:

|eh
0|=0,

|eh
i|≤Lh∑

[qi]-1

k=1
eh

k +L h
2+β(qti-t[qi]æ

è
ç

ö

ø
÷)|eh

[qi]|+(1-β)L(qti-t[qi])|eh
[qi]+1|+

   |Q2(ti)-Q1(ti)|h2+O(h2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï )。

(21)

取A=sup
h>0

max
1≤i≤N
0≤t≤T

L,L2+Lβ
qti-t[qi]

h
,(1-β)L

qti-t[qi]{ }h
,B=max

0≤t≤T
|(Q1(t2)-Q2(t1))h2+O(h2)|,则有

|eh
0|≤B+Ah∑

i-1

k=1
eh

k ,1≤i≤N。 (22)

由引理2,可得max
1≤i≤N

|eh
i|≤BeA,这里B=O(h2),A<∞。对于某个不依赖于h的常数C>0,得到:

max
1≤i≤N

|ei|≤Ch2。 (23)

即得到定理的证明。 证毕

4外推方法和后验误差估计

定理3意味着算法1的收敛阶是O(h2),在工程中浪费太多的CPU时间才能达到满意的解。为了改善算

法1的收敛阶,给出算法1的误差的渐进展开式,进而考虑外推技术和后验误差估计。从(20)式可得:

 

eh
0=0,

eh
i =h∑

[qi]-1

k=1
K′u(ti,tk;u(tk))eh

k +h
2K′u(ti,t[qi];u(t[qi]))eh

[qi]+(qti-t[qi])K′u ti,
æ

è
ç  

  qti+t[qi]
2

;βu(t[qi])+(1-β)u(t[qi]+1
ö

ø
÷)(βeh

[qi]+(1-β)eh
[qi]+1)+(Q2(ti)-Q1(ti))h2+O(h2

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï )。

(24)
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对已知的u(t),考虑下面辅助的Volterra型时滞积分方程,设{Q̂k(t),k=1,2}满足下述的积分方程:

Q̂k(t)=Qk(t)+∫
qt

0
Ku(t,s;u(s))Q̂k(s)ds, (25)

并且{Q̂k(ti)}满足它的近似方程:

Q̂k(ti)=Qk(ti)+h∑
[qi]-1

k=1
Ku(ti,tk;u(tk))Q̂k(ti)+h

2K′u(ti,t[qi];u(t[qi]))Q̂k(t[qi])+(qti-t[qi])·

Kuti,qti+t[qi]
2

;βu(t[qi])+(1-β)u(t[qi]+1
æ

è
ç

ö

ø
÷)(βQ̂k(t[qi])+(1-β)Q̂k(t[qi]+1)),k=1,2。 (26)

用与定理3相类似的方法,可得到     max
1≤i≤N

|Q̂k(ti)-Qk(ti)|≤Ch2。 (27)

把(26)式代入(24)式中,令êh
i=eh

i+(Q̂2(ti)-Q̂1(ti))h2,可以得到:

êh
i =h∑

[qi]-1

k=1
Ku(ti,tk+12

;u(tk+12
))êh

k +h
2K′u(ti,t[qi];u(t[qi]))êh

[qi]+

(qti-t[qi])Kuti,qti+t[qi]
2

;βu(t[qi])+(1-β)u(t[qi]+1
æ

è
ç

ö

ø
÷)(βêh

[qi]+(1-β)êh
[qi]+1)+O(h3)。 (28)

由离散Gronwall不等式,存在常数C满足:     max
1≤i≤N

|êh
i|≤Ch3, (29)

所以可以得到渐进展开式

uh
i=u(ti)+(Q̂2(ti)-Q̂1(ti))h2+O(h3)。 (30)

由上面的讨论,可以得到下面的定理4。
定理4 设方程(1)的解u∈C3[0,T],且K,g∈C3[0,T],K(t,s;u(s))关于u满足Lipschitz条件|K(t,s;u)-

K(t,s;v)|≤L|u-v|,(t,s)∈D,则存在函数Q̂k(t)(k=1,2)与步长h无关,满足渐进展开式(30)。
这充分说明算法的精度可以采用Richardson外推技术来提高。有

ue
i=
4u

h
2i -uh

i

3 =u(ti)+O(h3), (31)

表1 线性方程对算法1的数值结果

Tab.1 Themumericalresultsoflinearequationtoalgorithm1

t eh eh
2 误差比 外推误差 后验误差

0.2 8.81e-5 1.87e-5 4.71 -4.42e-6 2.31e-5

0.4 1.59e-4 3.88e-5 4.07 -9.59e-7 3.97e-5

0.6 2.45e-4 6.46e-5 3.79 4.53e-6 6.00e-5

0.8 4.10e-4 1.02e-4 4.00 -1.04e-7 1.03e-5

1.0 6.71e-4 1.69e-5 3.98 1.04e-6 1.67e-5

这里u
h
2i 在算法(19)中用h

2
代h算出来的。从上式得到ue

i-u(ti)的精度阶为O(h3)。可以进一步得到后验渐进

误差估计为:

|u
h
2i -uh

i|= 4u
h
2i -uh

i

3 -u(ti)+
uh

i-u
h
2i

3 ≤ 4u
h
2i -uh

i

3 -u(ti)+
uh

i-u
h
2i

3 =

ue
i-u(ti)+ uh

i-u
h
2i

3 +O(h3)。 (32)

可以通过 uh
i-u

h
2i

3
来逼近|u

h
2i -u(ti)|的误差。通过这种方法也可以构建自适应算法。

5数值算例

为了说明该算法的有效性,这里考察两个数值例子。
例1 从文献[2]中选择q=0.9和g(t)=t-

0.405t4-0.243t3,考虑下面的线性方程:u(t)=

t-0.405t4-0.243t3+∫
0.9t

0
(t2+s)u(s)ds,t∈[0,

1]。 该方程有精确解u(t)=t。用数值算法算出

h=0.05的误差eh 和h=0.025时的误差eh
2
的数

值结果如表1所示。通过表1可知,误差比的范围

为3.79~4.71,与理论值4接近,意外着算法的代

数精度是2,与理论分析吻合。这也充分说明外推

能大大提高精度,非常有效。
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表2 非线性方程对算法1的数值结果

Tab.2 Thenumericalresultsofnonlinearequationtoalgorithm1

t eh eh
2 误差比 外推误差 后验误差

0.2 1.81e-5 5.75e-5 3.18 4.91e-6 1.32e-5

0.4 3.99e-5 1.47e-4 3.67 4.33e-6 3.56e-5

0.6 6.07e-5 2.38e-4 3.92 1.51e-6 5.92e-5

0.8 8.48e-5 3.31e-4 3.90 2.73e-6 8.20e-5

1.0 1.07e-4 4.16e-4 3.89 3.97e-6 1.03e-5

  例2 选择q=0.95和g(t)=
1.95tcos(0.95t)-sin(0.95t),考虑非

线性 方 程u(t)=1.95tcos(0.95t)-

sin(0.95t)+∫
0.95t

0
(t+s)sinu(s)ds。

该方程有精确解u(t)=t。h=0.5,数
值算法的误差如表2所示。通过表2
可知,误差比的最小值为3.18,接近于

4=22,然而由于该方程为非线性方

程,当t=0.3,0.5,0.7,0.9时,误差

比为14.11~15.44,算法的代数精度为2。外推在提高精度方面非常有效。
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AHigh-orderExtrapolationAlgorithmforSolvingVolterraDelayIntegralEquation

XIAOJihong
(MathematicsDepartment,SichuanUniversityJinjiangCollege,PengshanSichuan620860,China)

Abstract:ThispaperconsidersVolterradelayintegralequation.Theexistenceanduniquenessofthesolutionstothiskindofequa-
tionsareproved.Usingtrapezoidalintegralformulaandrectangularintegralformulatodisperseit,weobtainanewnumericalalgo-
rithmbyinterpolationtechniquesforthenon-integernode,anditsconvergenceordercanbeuptoO(h2).Thispaperalsousesex-
trapolationtechniques,makingtheconvergenceorderuptoO(h3)andgivingaposteriorierrorestimate.Thefinalnumericalexam-
pleverifiesthetheoreticalresultswell.
Keywords:Volterradelayintegralequation;quadraturemethods;asymptoticapproximation;extrapolation;posteriorierrorestimate
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