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摘要:一个粗糙集代数是由集合代数加上一对对偶近似算子构成的。首先研究了两种类型的基于覆盖的粗糙集代数的相

关性质,可以得到在经典覆盖的情形下,粗糙集代数没有很好的性质。为此,引入了单调的覆盖的概念,进而讨论了在单

调覆盖的情形下粗糙集代数的相关性质,得到了许多很好的结果。
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粗糙集理论自从波兰数学家Pawlak引入以来便广泛应用于模糊识别、数据挖掘、股票分析和理疗诊断等领

域。在粗糙集理论中,下近似和上近似是两个非常重要的概念。通过把下近似和上近似视为最基本的概念,将
注意力放在研究粗糙集理论中所产生的代数系统上,利用一个公理集来刻画上下近似算子,揭示公理集与此条

件下所产生的代数系统之间的联系的粗糙集理论研究方法就被称为公理性[1-5]。例如:姚一豫就用公理性方法

给出了诸多经典的粗糙集代数系统并进行了探讨[5]。另外,吴伟志也用公理性方法对各种模糊粗糙集近似算子

和粗糙近似算子进行了刻画和研究[6-7]。与此同时,粗糙集代数也得到了定义和讨论[8]。
另一方面,经典的Pawlak粗糙集的上下近似算子是用等价关系来定义的,而等价关系显得有些“苛刻”,在

解决实际问题时不是很适用。由等价关系得到一个划分,而覆盖作为划分的一种推广自从被Zakonski引入以来

便引起了许多学者的关注[9-13]。
本文利用公理性方法建立并讨论了基于覆盖的粗糙集代数的有关性质,得到了一些有意义的结果。

1预备知识

设(U,R)是一近似空间,其中U={x1,x2,…,xn}是一个非空有限集;R={R1,R2,…,Rm}是等价关系的集

合。设R⊆R,记[x]R={y (x,y)∈R},U/R={[x]R x∈U}。

定义1[14] 设(U,R)是一个近似空间,R⊆R,对任意的X⊆U,称R(X)={x∈U [x]R⊆X};R(X)={x∈
U [x]R∩X≠φ}为X 的关于等价关系R 的Pawlak下近似和上近似。

定义2[14] 算子L,H:2U→2U 称为对偶的,如果对∀X⊆U,它们满足:(L0)LX= ~H~X;(H0)HX= ~
L~X。

定义3[14] 设L,H:2U→2U 是一对对偶算子,如果L 满足公理(L1)和(L2),或者等价地,H 满足公理(H1)
和(H2),则系统(2U,∩,∪,~,L,H)称为一个粗糙集代数,L,H 称为近似算子。其中,对∀X,Y⊆U,有

(L1)LU=U;
(L2)L(X∩Y)=LX∩LY;
(H1)Hφ=φ;
(H2)H(X∪Y)=HX∪HY。
定义4 设U 是一个非空有限集,C={K K⊆U}满足:(1)对∀Ki∈C,有Ki≠φ;(2)∪

K∈C
K=U,称C为U 的
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一个覆盖,称(U,C)为基于覆盖的近似空间。对任意x∈U,记st(x,U)={K x∈K}={K1
x,K2

x,…,Kn
x}。若对

这n个集合K1
x,K2

x,…,Kn
x 能重新进行排序得到Ki1

x,Ki2
x,…,Kin

x,使得Ki1
x⊆Ki2

x⊆…⊆Kin
x,则称C为U 的一个

单调覆盖,称(U,C)为基于单调覆盖的近似空间。这里,记 Kmin
x =K1

x。对任意x∈U,记 N(x)=∩{K∈
C x∈K}。

定义5[12,15] 设(U,C)为基于覆盖的近似空间,对任意X⊆U,记
(1)C1(X)=∪{K∈C K⊆X},C1(X)=~C(~X);

(2)C2(X)=∪{x∈U N(x)⊆X},C2(X)={x∈U N(x)∩X≠φ},

则分别称Ci(X)和Ci(X)(i=1,2)为X 基于覆盖C 的第i型下近似和上近似,称Ci和Ci (i=1,2)为X 基于覆盖

C 的第i型下近似算子和上近似算子。
若系统(2U,∩,∪,~,Ci,Ci)满足定义3,则称之为基于覆盖的第i型粗糙集代数。

2基于覆盖的第1型粗糙集代数

2.1基于一般覆盖的第1型粗糙集代数

在文献[16]中,作者系统论述了覆盖粗糙集的有关性质,基于文献[16],有如下结论。
定理1[16] 设(U,C)为基于覆盖的近似空间,对任意X,Y⊆U,有
(1)C1(U)=C1(U)=U,C1(φ)=C1(φ)=φ;

(2)C1(X)⊆X⊆C1(X);

(3)X⊆Y⇒C1(X)⊆C1(Y)和C1(X)⊆C1(Y);

(4)C1(C1(X))=C1(X),C1(C1(X))=C1(X)。

根据定义3,系统(2U,∩,∪,~,C1,C1)在通常情况下能构成一个粗糙集代数吗? 答案是否定的。下面举个

例子来解释这个问题。
例1 设U={x1,x2,…,x6},K1={x1,x2,x3},K2={x4,x5},K3={x3,x4,x5},K4={x3,x5,x6},则C=

{K1,K2,K3,K4}为U 的一个覆盖。
取X1={x3,x4,x5},Y1={x1,x2,x3},则有C1(X1∩Y1)=φ,而C1(X1)∩C1(Y1)={x3}。所以C1(X1∩Y1)≠

C1(X1)∩C1(Y1)。

取X2={x1,x2,x6},Y2={x4,x5,x6},则有C1(X2)∪C1(Y2)={x1,x2,x4,x5,x6},C1(X2∪Y2)=U,所以

C1(X2∪Y2)≠C1(X2)∪C1(Y2)。

这样,根据例1和定义3知,系统(2U,∩,∪,~,C1,C1)不构成粗糙集代数。

2.2基于单调覆盖的第1型粗糙集代数

由例1知,系统(2U,∩,∪,~,C1,C1)在通常情况下不构成一个粗糙集代数。原因是对任意X,Y⊆U,等式

C1(X∩Y)=C1(X)∩C1(Y)和C1(X∩Y)=C1(X)∩C1(Y)不成立。那么在什么条件下上面的等式成立呢?
定理2 设(U,C)为基于单调覆盖的近似空间,对任意X,Y⊆U,有
(1)C1(X∩Y)=C1(X)∩C1(Y);

(2)C1(X∪Y)=C1(X)∪C1(Y)。
证明 (1)⇒由定理1显然可证。⇐对∀x∈C1(X)∩C1(Y),有x∈C1(X)和x∈C1(Y),从而由定义5可以

得到Kmin
x ⊆X 和Kmin

x ⊆Y,这样就有Kmin
x ⊆X∩Y,于是x∈C1(X∩Y)。

(2)由(1)和定义5可得C1(X∪Y)=~C1(~(X∪Y))=~C1(~X∩~Y)=~(C1(~X)∩C1(~Y))=~

C1(~X)∪~C1(~Y)=C1(X)∪C1(Y)。
由定义3和定理2,有下面的结论:
定理3 设(U,C)为基于单调覆盖的近似空间,则(2U,∩,∪,~,C1,C1)构成粗糙集代数。
根据定义3,定理1和定理2显然可得。
定理4 设(U,C)为基于单调覆盖的近似空间,则(2U,∩,∪,~,C1 C1,C1  C1)构成粗糙集代数。
证明 对∀X,Y⊆U,有下列性质:
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(1)C1(C1(U))=C1(U)=U;
(2)由定理1和定理2,有C1(C1(X∩Y))=C1(X∩Y)=C1(X)∩C1(Y)=C1(C1(X))∩C1(C1(Y));

(3)由定义5,有C1(C1(X))=C1(~C1(~X))=~C1(~(~C1(~X)))=~C1(C1(~X)),从而C1C1和

C1 C1构成一对对偶算子。
根据定义3,定理得证。 证毕

仿定理4的证明,可得到下面的定理5。
定理5 设(U,C)为基于单调覆盖的近似空间,则(2U,∩,∪,~,C1…C1,C1…C1)构成粗糙集代数。

3基于覆盖的第2型粗糙集代数

3.1基于一般覆盖的第2型粗糙集代数

同样基于文献[16],有如下结论:
定理6[16] 设(U,C)为基于覆盖的近似空间,对任意X,Y⊆U,有
(1)C2(U)=C2(U)=U,C2(φ)=C2(φ)=φ;

(2)C2(X)⊆X⊆C2(X);

(3)X⊆Y⇒C2(X)⊆C2(Y)和C2(X)⊆C2(Y);

(4)C2(C2(X))=C2(X),C2(C2(X))=C2(X);

(5)C2(X∩Y)=C2(X)∩C2(Y);C2(X∪Y)=C2(X)∪C2(Y)。

根据定义3,系统(2U,∩,∪,~,C2,C2)在通常情况下能构成一个粗糙集代数吗? 答案同样也是否定的。下

面举个例子来回答这个问题。
例2 设U={x1,x2,…,x6},K1={x1,x2,x3},K2={x2,x4},K3={x4,x5},K4={x6},则C={K1,K2,

K3,K4}为U 的一个覆盖。

取X={x2,x4,x5},则有C2(X)={x1,x2,x3,x4,x5},~C2(~X)={x2,x4,x5}。显然C2(X)≠~C2(~

X)。所以C2和C2不是一对对偶算子。

从而,根据例1和定义3,系统(2U,∩,∪,~,C2,C2)不构成粗糙集代数。

3.2基于单调覆盖的第2型粗糙集代数

由定理6和例2知,系统(2U,∩,∪,~,C2,C2)不构成粗糙集代数的原因不是因为等式C2(X∩Y)=C2(X)∩

C2(Y)和C2(X∪Y)=C2(X)∪C2(Y)不成立,而是因为C2和C2不是一对对偶算子。那么在什么条件下C2和C2是
一对对偶算子呢?

定理7 设(U,C)为基于单调覆盖的近似空间,则C2和C2是一对对偶算子。

证明 对∀X⊆U,有∀x∈~C2(X)⇔x∉C2(X)⇔Kmin
x ∩X=φ⇔Kmin

x ⊆~X⇔x∈C2(~X),从而有C2(X)=

~C2(~X),所以C2和C2是一对对偶算子。 证毕

根据定义3和定理7,有如下结论:
定理8 设(U,C)为基于单调覆盖的近似空间,则(2U,∩,∪,~,C2,C2)构成粗糙集代数。
根据定义3,定理6和定理7显然可得。
定理9 设(U,C)为基于单调覆盖的近似空间,则(2U,∩,∪,~,C2C2,C2C2)构成粗糙集代数。
仿定理4可证。
类似,也有下面的定理10。
定理10 设(U,C)为基于单调覆盖的近似空间,则(2U,∩,∪,~,C2…C2,C2…C2)构成粗糙集代数。

4结束语

经典的Pawlak粗糙集代数系统已经讨论得比较清楚,理论比较完善。而本文则在前人工作的基础上进一

步讨论了覆盖的粗糙集代数系统。为了得到更为满意的性质,引入单调等价关系,讨论了基于单调等价关系的

覆盖粗糙集代数的性质,得到了诸多漂亮的结论,丰富和完善了相关的理论。
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Covering-BasedRoughSetAlgebra
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Abstract:Itiswellknownthataroughsetalgebraisasetalgebrawithaddeddualpairofroughapproximationoperators.Inthispa-
per,thepropertiesoftwotypesofcovering-basedroughsetalgebrawerediscussed.Itisshownthatthetwotypesofclassicalcover-
ing-basedroughsetalgebradonotobsessgoodproperties.Toovercomethelimitation,theconceptofmonotonecoveringwaspro-
posed.Furthermore,thepropertiesofmonotonecovering-basedroughsetalgebrawereinvestigatedandmanyexcellentresultswere
obtained.
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