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一类混合整数约束三次规划问题的全局最优性条件
*
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摘要:通过构造目标函数的二次上估计函数和二次下估计函数,给出了一类混合整数三次规划问题的全局最优性条件。

首先利用二次上估计函数给出全局最优性必要条件,其次再利用二次下估计函数获得全局最优性充分条件。最后给出一

个数值例子来说明如何利用所给出的全局最优性条件来判定一个给定的点是否是全局最优解。
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1预备知识

考虑如下带有混合整数约束的三次规划问题(CP):

     minf(x)=∑
n

i=1

1
3αix3

i +12x
TAx+bTx,

s.t.x∈DB:={(x1,…,xn)T|xi∈[ui,vi],i∈I;xi∈{ui,ui+1,…,vi},i∈J}。
其中αi,ui,vi∈R,b∈Rn,A∈Sn,Sn 为所有n×n阶实对称矩阵构成的集合,ui<vi,i=1,2,…,n,ui,vi 都为整

数,且I∩J=∅,I∪J={1,2,…,n}。
三次规划问题(CP)包含了一大类的最优化问题,包括二次优化问题和组合优化问题,它在三次多项式近似

优化、凸优化、工程设计和结构优化等领域有着广泛应用。此外,由于二次优化问题是三次优化问题的特殊情

形,所以关于三次优化问题的研究成果可以应用到二次优化问题,但是由于带有非负特征值的二次规划问题是

NP-难的,因此三次规划问题(CP)也是NP-难的。近年来,一些文献研究了特殊形式的三次规划问题的全局最

优性条件。例如,文献[1-2]利用L-次微分的方法,给出了当带箱子约束或双值约束特殊三次规划问题的全局最

优性充分条件和全局最优性必要条件,但是这些条件比较难验证;Quan等人[3]也利用L-次微分的方法,给出了

当I=∅时的一些特殊多项式(包括三次)整数规划问题的全局最优性充分条件和全局最优性必要条件,所给出

的条件是很容易验证的;Wu等人[4]给出了带有混合变量的三次多项式优化问题的一些必要局部最优性条件和

必要全局最优性条件,并结合局部优化方法和一些辅助函数给出了求解三次多项式优化问题的一个全局优化方

法;Zhou等人[5]通过构造原目标函数的二次上估计函数和二次下估计函数给出了带箱子约束或双值约束特殊三

次规划问题的全局最优性必要条件和全局最优性充分条件;Zhang等人[6]研究了一类特殊的双值约束非凸三次

规划问题,利用问题结构的特殊性给出了该问题的一个全局最优充分必要条件;Li等人[7]利用L-次微分和L-正
则锥,给出了混合整数二次规划问题的全局最优充分性条件和全局最优性必要条件。

受上述文献的启发,本文将利用二次上(下)估计函数研究混合整数约束三次规划问题的全局最优性条件,
所给出的必要条件和充分条件比较容易验证,并且推广了文献[5-7]中相应的一些结果。

下面首先给出要用的一些基本符号与结果:R表示实线性空间,Rn 表示n 维欧氏空间。对于向量x,y∈Rn,

x≥y是指对任意的i=1,…,n,xi≥yi,记号A≥B指A-B 是半正定矩阵。单位矩阵用I表示,所有n×n阶实
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对称矩阵空间用Sn 表示,用diag(α1,…,αn)表示对角元素为α1,…,αn 的对角矩阵,用c(x)=(α1x21,…,αnx2
n)T

表示∑
n

i=1

1
3αix3

i 在x 点处的梯度,用C(x)=diag(2α1x1,…,2αnxn)表示∑
n

i=1

1
3αix3

i 在x 点处的Hessian矩阵。

定义1[5] 设D⊆Rn,x∈D,令h:Rn→R,f:Rn→R,如果h是一个二次函数,且对∀x∈D,f(x)≤h(x),

f(x)=h(x),则函数h是函数f 在D 上x处的二次上估计函数;如果h是一个二次函数,且对∀x∈D,f(x)≥
h(x),f(x)=h(x),则函数h是函数f 在D 上x处的二次下估计函数。

本文特别选择如下形式的二次函数:1
2x

TQx+dTx,其中Q=diag(q1,…,qn),qi∈R,d∈Rn。

引理1[5] 令x∈D:=∏
n

i=1
[ui,vi],∀i=1,…,n,ui,vi∈R,假设存在一个对角矩阵Q使得对任意的x∈D,

(C(x)+A-Q)是半负定矩阵。令l(x)=12x
TQx+(c(x)+b+(A-Q)x)Tx,x∈Rn,则函数h:Rn→R,h(x)=

l(x)-l(x)+f(x)是f在D 上x处的二次上估计函数。

引理2[5] 令x∈D:=∏
n

i=1
[ui,vi],∀i=1,…,n,ui,vi∈R,假设存在一个对角矩阵Q使得对任意的x∈D,

(C(x)+A-Q)是半正定矩阵。令l(x)=12x
TQx+(c(x)+b+(A-Q)x)Tx,x∈Rn,则函数h:Rn→R,h(x)=

l(x)-l(x)+f(x)是f在D 上x处的二次下估计函数。
注1 对x∈DB,由于DB⊆D,则f 在D 上x处的二次上估计函数也是f 在DB 上x处的二次上估计函数,

f在D 上x处的二次下估计函数也是f 在DB 上x处的二次下估计函数。

2必要条件与二次上估计

本节利用原目标函数的二次上估计来推导问题(CP)的全局最优性必要条件。
引进下面的一些记号:

x
~
:=

-1,xi=ui

1,xi=vi

sign(αix2
i+bi+(Ax)i),xi∈(ui,vi

ì

î

í

ï
ï

ïï )
,X
~

:=diag(x
~
1,…,x

~
n),px:=(px1

,…,pxn
)T,

pxi
:=

x
~
i
αix2

i+bi+(Ax)i
ui-vi

,i∈I

maxx
~
i(αix2

i+bi+(Ax)i),x
~
i
αix2

i+bi+(Ax)i
ui-v{ }

i
,i∈

ì

î

í

ï
ï

ï
ï J

,

其中sign(αix2
i+bi+(Ax)i)=

-1,(αix2
i+bi+(Ax)<0

0,(αix2
i+bi+(Ax)=0

1,(αix2
i+bi+(Ax)>

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

,(Ax)i 表示Ax的第i个分量。

对Q=diag(q1,…,qn),qi∈R,i=1,…,n,令q~i=
min{0,qi},i∈I
qi,i∈{ J

,Q
~
=diag(q~1,…,q~n)。

定理1 对于问题(CP),令x∈DB,假设存在一个对角矩阵Q,使得Q=diag(q1,…,qn),qi∈R,i=1,…,n,且
对任意x∈DB,(C(x)+A-Q)是半负定矩阵,其中C(x)=diag(2α1x1,…,2αnxn)。如果x是问题(CP)的全局极

小点,则[NC1]diag(px)≤12Q
~
成立。

证明 对x∈DB,令l(x)=12x
TQx+(c(x)+b+(A-Q)x)Tx,h(x)=l(x)-l(x)+f(x),由引理1知h(x)

是f在D 上x处的一个二次上估计函数且h(x)是f在DB 上x处的一个二次上估计函数。则有

f(x)-f(x)≤h(x)-h(x)=l(x)-l(x)=
1
2x

TQx+(c(x)+b+(A-Q)x)Tx-12x
TQx-(c(x)+b+(A-Q)x)Tx=

1
2
(x-x)TQ(x-x)+(c(x)+b+Ax)T(x-x)=∑

n

i=1

1
2qi(xi-xi)2+[αix2

i +bi+(Ax)i](xi-xi
æ

è
ç

ö

ø
÷)。
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因为x是问题(CP)的全局极小点,则对任意x∈DB,有

∑
n

i=1

1
2qi(xi-xi)2+[αix2

i +bi+(Ax)i](xi-xi
æ

è
ç

ö

ø
÷)≥0。 (1)

则对∀i=1,…,n,(1)式成立当且仅当:

1)∀i∈I,12qi(xi-xi)2+[αix2
i+bi+(Ax)i](xi-xi)≥0,∀xi∈[ui,vi];

2)∀i∈J,12qi(xi-xi)2+[αix2
i+bi+(Ax)i](xi-xi)≥0,∀xi∈[ui,ui+1,…,vi]。

事实上,如果条件1)和2)成立,明显有(1)式成立。相反,如果(1)式成立,若存在i0∈I且yi0∈[ui,vi]或存

在i0∈I且yi0∈{ui,…,vi}使得1
2qi0

(xi0-xi0
)2+[αi0x

2
i0+bi0+(Ax)i0](xi0-xi0

)≤0,则令xi0=yi0
且xi=xi,

i=1,…,n,i≠i0,则x=(x1,…,xn)T∈DB,且

∑
n

i=1

1
2qi(xi-xi)2+[αix2

i +bi+(Ax)i](xi-xi
æ

è
ç

ö

ø
÷)=

1
2qi0

(xi0 -xi0
)2+[αi0x

2
i0 +bi0 +(Ax)i0](xi0 -xi0

)≤0,

这与(1)式矛盾。
通过讨论xi 的3种情况:xi=ui,xi=vi,xi∈(ui,vi),且讨论qi 的两种情况:qi≥0和qi<0,容易验证条件1)

等价于x
~
i(αix2

i+bi+(Ax)i)≤vi-ui

2 min{0,qi}。

通过讨论xi 的3种情况:xi=ui,xi=vi,xi∈{ui+1,…,vi-1},且讨论qi 的两种情况:qi≥0和qi<0,容易

验证条件2)等价于max{(vi-ui)x
~
i(αix2

i+bi+(Ax)i),x
~
i(αix2

i+bi+(Ax)i)}≤vi-ui

2 qi。

因此(1)式等价于[NC1]。 证毕

由定理1可以得到以下两个推论,这与文献[5]中的定理3.1和定理5.1一致。
推论1[5] 对于问题(CP),令x∈DB,若J=∅且存在一个对角矩阵Q,使得Q=diag(q1,…,qn),qi∈R,i=

1,…,n,且对任意x∈DB,(C(x)+A-Q)是半负定矩阵,其中C(x)=diag(2α1x1,…,2αnxn)。如果x是问题(CP)

的全局极小点,则对任意的i=1,…,n有[NC2]x
~
i[αix2

i+bi+(Ax)i]≤12q
~
i(vi-ui)。

推论2[5] 对于问题(CP),令x∈DB,若I=∅且存在一个对角矩阵Q,使得Q=diag(q1,…,qn),qi∈R,i=
1,…,n,且对任意x∈DB,(C(x)+A-Q)是半负定矩阵,其中C(x)=diag(2α1x1,…,2αnxn)。如果x是问题(CP)

的全局极小点,则有条件[NC3]diag(px)≤12Q
成立。

定义1[11] 矩阵A=(aij)∈Sn 称为对角占优矩阵,如果对任意的i=1,…,n,aii ≥ ∑
n

j=1,j≠i,
aij 。

注2[11] 每一个有非负对角元的对角占优矩阵是半正定矩阵。
命题1[5] 对任意的x∈DB,若Q=diag(q1,…,qn)满足如下条件:(i)∀i=1,…,n,qi≥2αixi+aii;(ii)∀i=

1,…,n,2αixi+aii-qi ≥ ∑
n

j=1,j≠i
aij ,则对任意x∈DB,C(x)+A-Q是负半定矩阵。

对任意i=1,…,n,定 义βi = max{2αixi:x ∈ DB}+aii + ∑
n

j=1,j≠i
aij ,H=diag(β1,…,βn),β

~
i=

min{0,βi},i∈I

βi,i∈{ J
,H
~
=diag(β

~
1,…,β

~
n)。

定理2 对于问题(CP),令x∈DB,如果x是问题(CP)的全局极小点,则条件[NC4]diag(px)≤12H
~
成立,其

中H 与H
~
分别如前面所定义。

证明 对x∈DB,令φ(x)=f(x)-l(x),l(x)=
1
2x

THx+(c(x)+b+(A-H)x)Tx,h(x)=l(x)-l(x)+
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f(x),注意到φ(x)是D 上二次连续可微函数。则对任意x∈D,有

Ñ2φ(x)=(vij(x))n×n=

2α1x1+a11-β1 a12 … a1n
a21 2α2x2+a22-β2 … a2n
︙ ︙ ︙

an1 an2 … 2αnxn+ann-β

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

n

,

由βi 的定义可得∀x∈D,2αixi+aii-βi≤- ∑
n

j=1,j≠i
aij ≤0,i=1,…,n,则Ñ2φ(x)是一个对角元非正的对

角占优矩阵。因此,对x∈D,(C(x)+A-H)≤0。由引理1知h(x)=l(x)-l(x)+f(x)是f在D 上x处的一个

二次上估计函数,且是f在DB 上x处的一个二次上估计函数。则有

0≤f(x)-f(x)≤h(x)-h(x)=l(x)-l(x)= 12
(x-x)TH(x-x)+(c(x)+b+Ax)T(x-x)=

∑
n

i=1

1
2βi(xi-xi)2+[αix2

i +bi+(Ax)i](xi-xi
æ

è
ç

ö

ø
÷)。

因为x是问题(CP)的全局极小点,则对任意x∈DB,有

∑
n

i=1

1
2βi(xi-xi)2+[αix2

i +bi+(Ax)i](xi-xi
æ

è
ç

ö

ø
÷)≥0, (2)

则对∀i=1,…,n,(2)式成立当且仅当:

3)∀i∈I,12βi(xi-xi)2+[αix2
i+bi+(Ax)i](xi-xi)≥0,∀xi∈[ui,vi];

4)∀i∈J,12βi(xi-xi)2+[αix2
i+bi+(Ax)i](xi-xi)≥0,∀xi∈[ui,ui+1,…,vi]。

类似于定理1的讨论方法,可得(NC4)式等价于(2)式。 证毕

3充分条件与二次下估计

本节利用原目标函数的二次下估计来推导问题(CP)的全局最优性充分条件。
定理3 对于问题(CP),令x∈DB,假设存在一个对角矩阵Q,使得Q=diag(q1,…,qn),qi∈R,i=1,…,n,且

对任意x∈DB,(C(x)+A-Q)是半正定矩阵,其中C(x)=diag(2α1x1,…,2αnxn)。如果[SC1]diag(px)≤12Q
~
成

立,则x是问题(CP)的全局极小点。

证明 对x∈DB,令l(x)=12x
TQx+(c(x)+b+(A-Q)x)Tx,h(x)=l(x)-l(x)+f(x),由引理2知h(x)

是f在D 上x处的一个二次下估计函数且h(x)是f在DB 上x处的一个二次上估计函数。则有

f(x)-f(x)≥h(x)-h(x)=l(x)-l(x)=12
(x-x)TQ(x-x)+(c(x)+b+Ax)T(x-x)=

∑
n

i=1

1
2qi(xi-xi)2+[αix2

i +bi+(Ax)i](xi-xi
æ

è
ç

ö

ø
÷)。

对任意x∈DB,若有

∑
n

i=1

1
2qi(xi-xi)2+[αix2

i +bi+(Ax)i](xi-xi
æ

è
ç

ö

ø
÷)≥0, (3)

则x是问题(CP)的全局极小点。
对∀i=1,2,…,n,(3)式成立当且仅当:

1)∀i∈I,12qi(xi-xi)2+[αix2
i+bi+(Ax)i](xi-xi)≥0,∀xi∈[ui,vi];

2)∀i∈J,12qi(xi-xi)2+[αix2
i+bi+(Ax)i](xi-xi)≥0,∀xi∈[ui,ui+1,…,vi]。

类似定理1的证明,(3)式与[SC1]等价,因此如果[SC1]成立,x则是问题(CP)的全局极小点。 证毕

推论3 对于问题(CP),令x∈DB,若对所有的i=1,…,n,都有αi=0,且存在一个对角矩阵Q,其中Q=
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diag(q1,…,qn),qi∈R,i=1,…,n,使得A-Q是半正定矩阵,如果[SC2]diag(px)≤12Q
~
成立,则x是问题(CP)的

全局极小点。
注3 充分条件[SC2]与文献[7]给出的命题2.2等价。
命题2[5] 对任意的x∈DB,若Q=diag(q1,…,qn)满足如下条件:(i)∀i=1,…,n,qi≤2αixi+aii;(ii)∀i=

1,…,n,2αixi+aii-qi ≥ ∑
n

j=1,j≠i
aij ,则对任意x∈DB,C(x)+A-Q是正半定矩阵。

对任意i=1,…,n,定义γi= min{2αixi:x∈DB}+aii- ∑
n

j=1,j≠i
aij ,G=diag(γ1,…,γn),γ~i=

min{0,γi},i∈I
γi,i∈{ J

,

G
~
=diag(γ~1,…,γ~n)。

定理4 对于问题(CP),令x∈DB,如果[SC3]diag(px)≤12G
~
成立,则x是问题(CP)的全局极小点。其中

G与G
~
分别如前面所定义。

证明 对x∈DB,令φ(x)=f(x)-l(x),l(x)=
1
2x

TGx+(c(x)+b+(A-G)x)Tx,h(x)=l(x)-l(x)+

f(x),注意到φ(x)是D 上二次连续可微函数。则对任意x∈D,

Ñ2φ(x)=(vij(x))n×n=

2α1x1+a11-γ1 a12 … a1n
a21 2α2x2+a22-γ2 … a2n
︙ ︙ ︙

an1 an2 … 2αnxn+ann-γ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

n

,

由γi 的定义可得 ∀x∈D,2αixi+aii-γi≥ ∑
n

j=1,j≠i
aij ≥0,i=1,…,n,则Ñ2φ(x)是一个对角元非负的对

角占优矩阵。因此,对x∈D,(C(x)+A-H)≥0,由引理2知h(x)=l(x)-l(x)+f(x)是f在D 上x处的一个

二次下估计函数,且是f在DB 上x处的一个二次下估计函数。则有

f(x)-f(x)≥h(x)-h(x)=l(x)-l(x)=∑
n

i=1

1
2γi(xi-xi)2+[αix2

i +bi+(Ax)i](xi-xi
æ

è
ç

ö

ø
÷)。

若对∀i=1,…,n,有

∑
n

i=1

1
2γi(xi-xi)2+[αix2

i +bi+(Ax)i](xi-xi
æ

è
ç

ö

ø
÷)≥0, (4)

则x是问题(CP)的全局极小点。
类似定理3的证明,(4)式与[SC3]等价,因此如果[SC3]成立,x则是问题(CP)的全局极小点。 证毕

下面将给出一个例子,并用文中所给出的全局最优性条件来判定某给定的点是否是该问题的全局最优解。

例1 minf(x)=13x
3
2-4x21+2x1x2-x22-x1+4x2,

s.t.x1∈[-2,2],x2∈{-2,-1,0,1,2}。

考虑点x=(2,-2)T,则I={1},J={2},这里A=
-8 2æ

è
ç

ö

ø
÷

2 -2
,b=(-1,-4)T,c(x)=(0,x22)T,C(x)=

diag(0,2x2),由γi 的定义有:γ1=-10,γ2=min{2x2|x∈DB}-2-2=-8。令G=diag(-10,-8),显然对x∈

DB,C(x)+A-G≥0,且X
~

=diag(1,-1),c(x)+b+Ax=(-21,16)T,G
~
=diag(γ~1,γ~2)=diag(-10,-8),由px

的定义有px= -214
,æ

è
ç

ö

ø
÷-4
T
,显然有diag(px)≤12G

~,即x满足充分条件[SC3],因此x是该问题的全局极小点。此

外,由βi 的定义有:β1=0-8+2=-6,β2=max{2x2|x∈DB}-2+2=4,令H=diag(β1,β2)=diag(-6,4),显然

对x∈DB,C(x)+A-H≤0,X
~

=diag(1,-1),c(x)+b+Ax=(-21,16)T,H
~
=diag(β

~
1,β

~
2)=diag(-6,4),显然

有diag(px)≤12H
~,即x满足必要条件[NC4],这说明所提出的充分条件蕴含了必要条件。
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但是对于点y=(-2,2)T,由βi 的定义有:β1=0-8+2=-6,β2=max{2y2|y∈DB}-2+2=4,令 H=

diag(β1,β2)=diag(-6,4),显然对x∈DB,C(x)+A-H≤0,X
~

=diag(1,-1),c(y)+b+Ay=(19,0)T,H
~
=

diag(β
~
1,β

~
2)=diag(-6,4),由px的定义有px= -194

,æ

è
ç

ö

ø
÷0
T
,显然有diag(px)≤12H

~,即y满足必要条件[NC4]。

但是y不是该问题的全局极小点,因为f(x)<f(y),这说明必要条件不具有充分性。
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GlobalOptimalityConditionsforMixedIntegerCubicProgrammingProblems

CHENLu,LIGuoquan
(CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:Inthispaper,weestablishsomenecessaryandsufficientglobaloptimalityconditionsformixedintegercubicprogramming
problemsviaquadraticoverestimatorsandunderestimators.Firstly,byutilizingquadraticoverestimators,wederivesomenecessary
globaloptimalityconditionsformixedintegercubicminimizationproblemswherethecubicobjectivefunctioncontainsnocross
terms.Then,weobtainsomesufficientconditionsforglobalminimizersusingquadraticunderestimators.Finally,anexampleis

giventoillustratehowtousetheglobaloptimalityconditionstocheckagivenpoint.
Keywords:globaloptimalitycondition;mixedintegercubicprogram;quadraticoverestimators;quadraticunderestimators
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