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椭圆曲线y2=x3+27x+62的整数点
*

过 静

(江西科技师范大学 数学与计算机科学学院,南昌330013)

摘要:椭圆曲线的整数点是数论中的一个重要问题。关于椭圆曲线y2=x3+27x+62的整数点问题至今仍未解决。利用

同余、Legendre符号的性质等初等方法证明了椭圆曲线y2=x3+27x+62无正整数点,从而推进了该类椭圆曲线的研究。
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椭圆曲线的整数点是数论和算术代数几何学中基本而又重要的问题,关于椭圆曲线

y2=x3+27x-62 (1)
的整数点问题,目前已有如下结论:1987年,Zagier[1]提出了椭圆曲线(1)的整数点的问题,该问题对于讨论椭

圆曲线的算术性质有重要的意义;2009年,祝辉林等人[2]运用代数数论和p-adic分析方法找出了椭圆曲线(1)的
全部整数点;2010年,吴华明[3]运用初等数论方法给出了椭圆曲线(1)的全部整数点;同年,贺艳峰[4]在博士论文

中同样运用初等数论方法给出了椭圆曲线(1)的全部整数点。而对于椭圆曲线y2=x3+27x+62的整数点问

题,目前还没有相关结论。本文得出了如下结论。
定理 椭圆曲线

y2=x3+27x+62 (2)
无正整数点。

1相关引理

引理1[5] 设a>1,(a,b)∈N2,ab不是完全平方数,如果ax2-by2=1有解(x,y)∈N2,设x1 a+y1 b是

方程ax2-by2=1(x,y∈Z)的基本解,则ax2-by2=1的任一组解可以表示为:x a+yb=±(x1 a+

y1 b)2n+1,n∈Z。
引理2[6] 设D 是一个非平方的正整数,则方程x2-Dy4=1至多有2组正整数解(x,y)。如果x2-Dy4=

1恰有两组正整数解,则当D=24s×1785,其中s∈{0,1}时,(x1,y1)=(169,21-s)且(x2,y2)=(6525617281,

21-s×6214);当 D≠24s×1785时,(x1,y1)=(u1, v1)且(x2,y2)=(u2, v2),这里(un,vn)是Pell方程

U2-DV2=1的正整数解。如果方程x2-Dy4=1仅有1组正整数解(x,y)且正整数n适合(x,y2)=(un,vn),
则当n是偶数时,必有n=2;当n是奇数时,必有n=1或p,这里p是适合p≡3(mod4)的素数。

2定理证明

证明 设(x,y)是椭圆曲线(2)的整数点,则由(2)式得

y2=(x+2)(x2-2x+31)。 (3)
因为gcd(x+2,x2-2x+31)=gcd(x+2,(x+2)2-6(x+2)+39)=gcd(x+2,39)=1或3或13或39,故

(3)式可分解为:
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情形Ⅰ,x+2=u2,x2-2x+31=v2,y=±uv,gcd(u,v)=1;
情形Ⅱ,x+2=3u2,x2-2x+31=3v2,y=±3uv,gcd(u,v)=1;
情形Ⅲ,x+2=13u2,x2-2x+31=13v2,y=±13uv,gcd(u,v)=1;
情形Ⅳ,x+2=39u2,x2-2x+31=39v2,y=±39uv,gcd(u,v)=1。
对情形Ⅰ,因为u2≡0,1(mod4),故x=u2-2≡2,3(mod4),因此x2-2x+31≡2,3(mod4),而v2≡

0,1(mod4),故有2,3(mod8)≡x2-2x+31=v2≡0,1(mod4),矛盾,故情形Ⅰ不成立。
对情形Ⅱ,因为u2≡0,1,4(mod8),故x=3u2-2≡1,2,6(mod8),因此x2-2x+31≡6,7(mod8),而v2≡

0,1,4(mod8),则3v2≡0,3,4(mod8),故有6,7(mod8)≡x2-2x+31=3v2≡0,3,4(mod8),矛盾,故情形Ⅱ不

成立。
对情形Ⅲ,因为u2≡0,1(mod4),故x=13u2-2≡2,3(mod4),因此x2-2x+31≡2,3(mod4),而v2≡

0,1(mod4),则13v2≡0,1(mod4),故有2,3(mod4)≡x2-2x+31=13v2≡0,1(mod4),矛盾,故情形Ⅲ不成立。
对情形Ⅳ,当2|/u时有u2≡1(mod4),故有x=39u2-2≡1(mod4),因此x2-2x+31≡2(mod4),而v2≡

0,1(mod4),则39v2≡0,3(mod4),故有2(mod4)≡x2-2x+31=39v2≡0,3(mod4),矛盾,因此2|/u不成立,
所以2|u。令u=2w,w∈Z,则x+2=39u2 为x+2=156w2,将x+2=156w2 代入x2-2x+31=39v2 得,
(12w2-1)2+480w4=v2,即

(v+12w2-1)(v-12w2+1)=480w4。 (4)
又gcd(v+12w2-1,v-12w2+1)=gcd(24w2-2,v-12w2+1)=gcd(2(12w2-1),v-(12w2-1))。因为

2|u,故由x+2=39u2 知2|x,则由x2-2x+31=39v2 得2|/v,故2|[v-(12w2-1)]。又gcd(2(12w2-1),v-
(12w2-1))=2gcd(12w2-1,v-(12w2-1))=2gcd(12w2-1,v)。设gcd(12w2-1,v)=d,则d|v,d|(12w2-
1),故由(4)式知d|480w4。又gcd(12w2-1,480w4)=gcd(12w2-1,40w2(12w2-1)+40w2)=gcd(12w2-1,

40w2)=gcd(12w2-1,3(12w2-1)+4w2+3)=gcd(12w2-1,4w2+3)=gcd(3·(4w2+3)-10,4w2+3)=
gcd(10,4w2+3)=1或5。若gcd(12w2-1,480w4)=5,则有12w2-1≡0(mod5),即12w2≡1(mod5),而Leg-

endre符号值 12w2
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5 =-1,故12w2≡1(mod5)不成立,则gcd(12w2-1,480w4)=1,因此

d=1,即gcd(12w2-1,v)=1,所以gcd(v+12w2-1,v-12w2+1)=2。又480=25×3×5,故(4)式可分解为:

v+12w2-1=2sa4,v-12w2+1=240sb4,w=ab,gcd(a,b)=1,gcds,120æ

è
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s =1,

s=1,3,5,3×5,23,23×3,23×5,23×3×5。 (5)
由(5)式的前两式,得

12w2-1=sa4-120sb4。 (6)

对(6)式两边取模3,得

-1≡sa4-120sb4(mod3)。 (7)

对(6)式两边取模4,得

-1≡sa4-120sb4(mod4)。 (8)

当s=1时,(7)式为

-1≡a4(mod3)。 (9)

因为Legendre符号值 -1æ
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3 =1,故s=1时,Legendre符号值
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3 =1,故(9)式不成立,因此s=1时(4)式不成立,即情形Ⅳ不成立。

当s=3×5,23×3时,(7)式为

1≡120sb4(mod3)。 (10)
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因为 Legendre符 号 值 æ
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2
3 =-1,故s=3×5,23×3时(10)式不成立,因此s=3×5,23×3时(4)式不成立,即情形

Ⅳ不成立。
当s=5时,(8)式为

-1≡sa4(mod4)。 (11)
因为a2≡0,1(mod4),故sa4=5a4≡0,1(mod4),则(11)式为-1≡5a4≡0,1(mod4),矛盾,故(11)式不成

立,因此s=5时(4)式不成立,即情形Ⅳ不成立。
当s=23,23×5时,(8)式为

1≡120sb4(mod4)。 (12)

因为b2≡0,1(mod4),故s=23 时120
sb4=15b4≡0,3(mod4),而s=23×5时,120

sb4=3b4≡0,3(mod4),则

s=23,23×5时,(12)式为1≡0,3(mod4),矛盾,故(12)式不成立,因此s=23,23×3×5时,(4)式不成立,即情

形Ⅳ不成立。
当s=3时,(6)式为12w2-1=3a4-40b4,将(5)式的w=ab代入得12a2b2-1=3a4-40b4,配方得

52b4-3(a2-2b2)2=1。 (13)
令r=2b2,t=a2-2b2,r,t∈N,则(13)式为

13r2-3t2=1, (14)

又(1,2)为方程(14)的基本解,则由引理1知方程(14)的一切整数解可表为:r 13+t3=±(13+23)2n+1,

n∈Z,由此得方程(13)的一切正整数解(2b2,a2-2b2)满足:

2b2 13+(a2-2b2)3=(13+23)2n+1,n∈N。 (15)

由(15)式得,2b2=∑
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因为∑
n
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i
×13n-i×3i×4i 为奇数,故(16)式不成立,

所以方程(14)无整数解,因此方程(13)无整数解,故s=3时,(4)式不成立,即情形Ⅳ不成立。
当s=23×3×5时,(6)式为12w2-1=120a4-b4,将(5)式的w=ab代入得,12a2b2-1=120a4-b4,配方得

(6a2+b2)2-156a4=1。 (17)
令p=6a2+b2,则(17)式为

p2-156a4=1。 (18)
令q=2a2,p,q∈N,则(18)式为

p2-39q2=1。 (19)
由引理2得方程(18)至多有一组正整数解(p,a),且若方程(18)有正整数解(p,a),则方程(19)有正整数解

(p,q)=(p,2a2)。又因为Pell方程(19)的基本解为(25,4),则方程(19)的全部正整数解可表为pn+qn 39=
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(25+4 39)n,n∈Z+。
由此可知方程(17)的整数解满足:

(6a2+b2)+a2 156=(6a2+b2)+2a2 39=(25+4 39)n,n∈Z+, (20)
则由引理2知n=2或2|/n。

由(20)式,得:
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则有:
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(21)

由(21)式可得2a2≡4(mod8),即有a2≡2(mod8),显然不成立,故方程(18)无正整数解,因此方程(18)仅
有平凡解(p,a)=(1,0)。由p=6a2+b2=1,得a=0,b=±1,此时得出椭圆曲线(2)有整数点(x,y)=(-2,0)。
故s=23×3×5时得出椭圆曲线(2)有整数点(x,y)=(-2,0)。

综上有情形Ⅳ下椭圆曲线(2)仅有整数点(x,y)=(-2,0),故情形Ⅳ下椭圆曲线(2)无正整数点。综上所述

定理得证。 证毕
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Abstract:Theintegralpointsonellipticcurveareaveryimportantproblemofnumbertheory.Theintegralpointsontheelliptic
curvey2=x3+27x+62stillremainunresolved.UsingsomepropertiesofthesolutionstocongruenceandLegendresymbol,itwas

provedthattheellipticcurvey2=x3+27x+62hasnopositiveintegerpoints.Theseresultspromotethekindofellipticcurve.
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