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改进后的复合Poisson-Geometric风险模型的预警区问题
*

韩建勤,乔克林

(延安大学 数学与计算机科学学院,陕西 延安716000)

摘要:在考虑到因保费收入和通货膨胀等随机干扰的影响,以及将多余资本用于投资来提高赔付能力的基础上,建立以保

费收入服从复合Poisson过程,理赔量服从复合Poisson-Geometric过程的带投资的干扰风险模型,然后应用盈余过程的

强马氏性和全期望公式,得到了第一个预警区的条件矩母函数满足的微积分方程,及当保费额和索赔额都服从指数分布

情形下满足的微分方程。
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1模型建立

预警区问题对保险公司考虑预警系统以及保险监管部门设计某些监管指标体系有一定的参考指导作用。
这一问题的研究越来越受到人们的关注,显然已成为风险理论研究的热点问题。Gerber[1]应用鞅方法得出了在

经典风险模型上第一段及最后一段负盈余持续时间的矩母函数;Dickson等人[2]进一步深入研究,推导出整体预

警区的分布函数。近几年,人们根据保险公司的实际因素,把经典模型进行推广研究,例如,于金酉等人[3]引入

了利率因素,研究了常利率复合Poisson风险模型中的预警区问题,得到了负盈余持续时间的矩母函数及各阶

矩;崔巍等人[4]研究了一类推广的复合Poisson-Geometric风险模型下的预警区问题,推导出了单个预警区和总

体预警区的矩母函数的表达式;钟朝艳[5]研究了一类利率复合Poisson-Geometric风险模型下的预警区问题,得
出了第一预警区的一个条件矩母函数所满足的微积分方程。上述文献都是在保费到达为线性过程下研究的,但
保费收入存在随机性,赵明清等人[6]考虑到这一事实,将保费到达由线性过程推广为复合Poisson过程,研究了

一类推广的常利率复合Poisson-Geometric风险模型的预警区问题,推导出了首个预警区的条件矩母函数所满

足的积分方程以及当保费额和索赔额都服从指数分布情形下的解析解。本文在上述文献的启示下,考虑到保费

收取的随机变化且含通货膨胀等随机干扰因素的影响,同时又考虑到将多余资本用于投资以提高保险公司的偿

付能力的事实,建立了将多余资本用于投资的随机保费率下带干扰的风险模型,使其更接近保险公司的实际经

营运作。下面给出该风险模型的数学定义:

U(t)=(u-F)+(1+tj)F+∑
N1(t)

i=1
Xi-∑

N2(t)

i=1
Yi+σW(t), (1)

其中,设u为初始资本,F 表示根据初始资本及在单位时间内预测赔付额的大小而设定用于投资的资金,j表示

单位时间的投资收益;N1(t)表示签订的保单数且服从参数为λ1 的Poisson过程,N2(t)表示理赔总次数且服从

参数为(λ2t,ρ),0≤ρ<1的Poisson-Geometric过程;G(x)为保费额序列{Xi}∞i=1的共同分布函数,g(x)为密度函

数;F(y)为理赔额序列{Yi}∞i=1的共同分布函数,f(y)为密度函数;干扰项{W(t),t≥0}是标准布朗运动;
{Xi}∞i=1,{Yi}∞i=1,{N1(t),t≥0},{N2(t),t≥0},{W(t),t≥0}相互独立。为了保证保险公司的稳定经营,假设单

位时间内平均投资收益和保费收入大于平均理赔,即jF+λ1E[X]>
λ2
1-ρ

E[Y]。
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定义1 对于z>0且i≥1,定义一个时间集合Δ(-z,Ti),即Δ(-z,Ti)={s>0;存在一个τk>0,使得

Ti≤τk<Ti+1,U(τk)=-z,U(τk+s)≥0,且对任意τj≥Ti,j<k,有U(τj)≠-z}。
定义2 定义从给定的负盈余-z到正盈余的第一段时间间隔(即最短恢复时间)T0

-z,Ti
为

T0
-z,Ti=

infΔ(-z,Ti),如果Δ(-z,Ti)≠∅,

+∞,如果Δ(-z,Ti)=∅{ 。
定义3 定义时间集合Λ(i)={τ∈Λ;U(τ)=-z,Ti≤τ<Ti+1},τ(i)=infΛ(i)。对于z>0及i≥1,T0

-z,Ti
的

条件矩母函数记为Φ(-z,0,r,T1)=E[e-rT
0
-z,T1|U(τ(i))=-z;U(0)=u]=Eu[e-rT

0
-z,T1|U(τ(i))=-z],r≥0。

2预备引理

引理1[7] 设{N2(t),t≥0}是满足(1)式下的复合Poisson-Geometric过程,记α=λ2
(1-ρ)
ρ

(若ρ=0,则取

π=λ),则当t足够小时,有Pr(N2(t)=0)=e-λ2t=1-λ2t+o(t),Pr(N2(t)=k)=αρkt+Ak(t)o(t),k=1,2,…,

其中,Ak(t)=ρk+(k-1)[ρ(1+αt)]k-2,o(t)与k无关,且∑
∞

k=0
Ak(t)一致收敛。

引理2[8] lim
t→0

W(t)
t =0。

3主要结论及证明

记F*k(y)为F(y)的k重卷积,f*k(y)为f(y)的k重卷积,并记Fρ(y)=∑
∞

k=1

(1-ρ)ρk-1F*k(y),fρ(y)=

∑
∞

k=1

(1-ρ)ρk-1f*k(y)。

定理1 假设Φ(-z,0,r,Ti)关于-z可微,则在模型(1)下的第一个预警区的条件矩母函数Φ(-z,0,r,Ti),

i=1,2,…满足的微积分方程

Φ′(-z,0,r,Ti)=r+λ1+λ2
Fj

Φ(-z,0,r,Ti)-λ2
Fj∫

∞

0
Φ(-z-y,0,r,Ti)fρ(y)dy-

λ1
Fj∫

z

0
Φ(-z+x,0,r,Ti)g(x)dx-λ1

Fj
G(z)。

证明 对足够小的时间dt,结合引理1,在时间段(τ,τ+dt]内有下面4种情况:

1)当保费收取和索赔发生次数都为0时,事件A1 发生的概率为[1-λ1dt+o(dt)][1-λ2dt+o(dt)]=1-
(λ1+λ2)dt+o(dt);

2)当保费收取0次,索赔发生k次时,事件A2 发生的概率为[1-λ1dt+o(dt)][αρkdt+Ak(dt)o(dt)]=
αρkdt+Ak(dt)o(dt);

3)当保费收取1次,索赔发生0次时,事件A3 发生的概率为λ1dt[1-λ2dt+o(dt)]=λ1dt+o(dt);
4)其他事件A4 发生的概率为o(dt)。
由盈余过程的强马氏性及全期望公式得

Φ(-z,0,r,T1)=Eu[e-rT0-z,T1|U(τ)=-z]=E-z[e-rT0-z,T1]=∑
4

n=1
E-z[e-rT0-z,T1|An]Pr(An)。 (2)

当事件A1 发生时,因为U(τ+dt)=-z+Fjdt+σW(dt),故

E-z[e-rT
0
-z,T1|A1]Pr(A1)=EU(τ)[e-rT

0
U(τ),T1|A1]Pr(A1)=EU(τ+dt)[e-r(dt+T0U(τ+dt),T1

)|A1]Pr(A1)=

e-rdtE-z+Fjdt+σW(dt)[e-rT
0
-z+Fjdt+σW(dt),T1|A1]Pr(A1)=

e-rdtΦ(-z+Fjdt+σW(dt),0,r,T1)[1-(λ1+λ2)dt+o(dt)]。 (3)
当事件A2 发生时,因为U(τ+dt)=-z+Fjdt+σW(dt)-y,故

E-z[e-rT0-z,T1|A2]Pr(A2)=EU(τ)[e-rT0U(τ),T1|A2]Pr(A2)=EU(τ+dt)[e-r(dt+T0U(τ+dt),T1
)|A2]Pr(A2)=

∑
∞

k=1
e-rdtE-z+Fjdt+σW(dt)[e-rT0-z+Fjdt+σW(dt),T1|N1(t)=0,N2(t)=k]Pr(A2)=
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e-rdt∑
∞

k=1∫
∞

0
Φ(-z+Fjdt+σW(dt)-y,0,r,T1)f*k(y)dy[αρkdt+Ak(dt)o(dt)]。 (4)

当事件A3 发生时,因为当U(τ+dt)=-z+Fjdt+σW(dt)+x>0时,达到了正盈余,即T0
-z,T1=dt,故

E-z[e-rT0-z,T1|A3]Pr(A3)=∫
∞

0
E-z[e-rT0-z,T1|x]dG(x[ ])Pr(A3)=

∫
z-Fjdt-σW(dt)

0
E-z[e-rT0-z,T1|x]dG(x)+∫

∞

z-Fjdt-σW(dt)
e-rdtdG(x[ ])Pr(A3)=

e-dt∫
z-Fjdt-σW(dt)

0
E-z+Fjdt+σW(dt)+x[e-rT0-z+Fjdt+σW(dt)+x,T1|x]dG(x)+e-rdtG(z-Fjdt-σW(dt{ }))Pr(A3)=

e-dt∫
z-Fjdt-σW(dt)

0
Φ(-z+Fjdt+σW(dt)+x,0,r,T1)g(x)dx+e-rdtG(z-Fjdt-σW(dt{ }))[λ1dt+o(dt)]。

(5)
把(3)~(5)式代入(2)式,得

Φ(-z,0,r,T1)=e-rdtΦ(-z+Fjdt+σW(dt),0,r,T1)[1-(λ1+λ2)dt+o(dt)]+

e-rdt∑
∞

k=1∫
∞

0
Φ(-z+Fjdt+σW(dt)-y,0,r,T1)f*k(y)dy[αρkdt+Ak(dt)o(dt)]+

e-rdt∫
z-Fjdt-σW(dt)

0
Φ(-z+Fjdt+σW(dt)+x,0,r,T1)g(x)dx+e-rdtG(z-Fjdt-σW(dt{ }))[λ1dt+

o(dt)]+o(dt)。

由引理1知∑
∞

k=1
ρkf*k(y)和∑

∞

k=1
Ak(t)f*k(y)一致收敛,且由单调收敛定理得积分号与求和号可以交换次序,

故有

Φ(-z,0,r,T1)=e-rdtΦ(-z+Fjdt+σW(dt),0,r,T1)[1-(λ1+λ2)dt]+

e-rdtλ2dt∫
∞

0
Φ(-z+Fjdt+σW(dt)-y,0,r,T1)fρ(y)dy+

λ1dte-rdt∫
z-Fjdt-σW(dt)

0
Φ(-z+Fjdt+σW(dt)+x,0,r,T1)g(x)dx+e-rdtG(z-Fjdt-σW(dt{ }))+o(dt)。

(6)
把(6)式等号右边第一项中的e-rdt用泰勒公式展开,并与其他项组合化简得

Φ(-z,0,r,T1)-Φ(-z+Fjdt+σW(dt),0,r,T1)=-(r+λ1+λ2)dtΦ(-z+Fjdt+σW(dt),0,r,T1)+

e-rdtλ2dt∫
∞

0
Φ(-z+Fjdt+σW(dt)-y,0,r,T1)fρ(y)dy+

λ1dte-rdt∫
z-Fjdt-σW(dt)

0
Φ(-z+Fjdt+σW(dt)+x,0,r,T1)g(x)dx+e-rdtG(z-Fjdt-σW(dt{ }))+o(dt)。

(7)

对(7)式等号两边同时除以Fjdt+σW(dt),且令dt→0时有Φ′(-z,0,r,T1)=r+λ1+λ2
Fj

Φ(-z,0,r,T1)-

λ2
Fj∫

∞

0
Φ(-z-y,0,r,T1)fρ(y)dy-λ1

Fj∫
z

0
Φ(-z+x,0,r,T1)g(x)dx-λ1

Fj
G(z)。

同理对Φ(-z,0,r,Ti),i=1,2,… 进行讨论,得

Φ′(-z,0,r,Ti)=r+λ1+λ2
Fj

Φ(-z,0,r,Ti)-

λ2
Fj∫

∞

0
Φ(-z-y,0,r,Ti)fρ(y)dy-λ1

Fj∫
z

0
Φ(-z+x,0,r,Ti)g(x)dx-λ1

Fj
G(z)。 证毕

注 因为对于Φ(-z,0,r,Ti),i=1,2,… 满足的微积分方程相同,所以为了简化起见将Φ(-z,0,r,Ti),i=
1,2,… 简写为Φ(-z,0,r)。

定理2 若{Xi}∞i=1服从参数为α的指数分布,{Yi}∞i=1服从参数为β的指数分布,则第一个预警区的条件矩母

函数Φ(-z,0,r)满足的微分方程为
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Φ‴ (-z,0,r)-r+λ1+λ2+[α-(1-ρ)β]Fj
Fj Φ″(-z,0,r)-

(r+λ2)α-(1-ρ)β[Fjα-(r+λ1)]
Fj Φ′(-z,0,r)+r

(1-ρ)αβ
Fj Φ(-z,0,r)=0。

证明 因为{Yi}∞i=1服从参数为β的指数分布,则f*k(y)是服从参数为(k,β)的Gamma分布,即f*k(y)=

βkyk-1

Γ(k)e
-βy。又Γ(k)=(k-1)!,故fρ(y)=∑

∞

k=1

(1-ρ)ρk-1f*k(y)=(1-ρ)βe-(1-ρ)βy。 又因为{Xi}∞i=1服从参数为

α的指数分布,即g(x)=αe-αx。
由定理1得

Φ′(-z,0,r)=r+λ1+λ2
Fj

Φ(-z,0,r)-λ2
Fj∫

∞

0
Φ(-z-y,0,r)fρ(y)dy-λ1

Fj∫
z

0
Φ(-z+x,0,r)g(x)dx-λ1

Fj
G(z),

令s=-z-y,s=-z+x,则上式转化为

Φ′(-z,0,r)=r+λ1+λ2
Fj

Φ(-z,0,r)-λ2
Fj∫

-z

-∞
Φ(s,0,r)fρ(-z-s)ds-

λ1
Fj∫

0

-z
Φ(s,0,r)g(z+s)ds-λ1

Fj
G(z)。 (8)

对(8)式等号两端同时对-z求偏导,得

Φ″(-z,0,r)=r+λ1+λ2
Fj

Φ′(-z,0,r)+
(1-ρ)βλ2

Fj ∫
-z

-∞
Φ(s,0,r)fρ(-z-s)ds-

αλ1
Fj∫

0

-z
Φ(s,0,r)g(z+s)ds+αλ1-(1-ρ)βλ2

Fj
Φ(-z,0,r)-αλ1

Fj
G(z)。 (9)

继续对(9)式等号两端同时对-z求偏导,得

Φ‴ (-z,0,r)=r+λ1+λ2
Fj

Φ″(-z,0,r)-
(1-ρ)2β2λ2

Fj ∫
-z

-∞
Φ(s,0,r)fρ(-z-s)ds-

α2λ1
Fj∫

0

-z
Φ(s,0,r)g(z+s)ds+α2λ1+(1-ρ)2β2λ2

Fj
Φ(-z,0,r)+

αλ1-(1-ρ)βλ2
Fj

Φ′(-z,0,r)-α2λ1
Fj

G(z)。 (10)

由(8)~(10)式可得

λ1∫
0

-z
Φ(s,0,r)g(z+s)ds=

(r+λ1)(1-ρ)β+αλ1
α+(1-ρ)β

Φ(-z,0,r)-λ1G(z)+

r+λ1+λ2-Fj(1-ρ)β
α+(1-ρ)β

Φ′(-z,0,r)- Fj
α+(1-ρ)β

Φ″(-z,0,r), (11)

λ1∫
0

-z
Φ(s,0,r)g(z+s)ds=λ1Φ(-z,0,r)+

(r+λ1)(1-ρ)β+αλ1
α2+(1-ρ)αβ

Φ′(-z,0,r)+

r+λ1+λ2-(1-ρ)βFj
α2+(1-ρ)αβ

Φ″(-z,0,r)- Fj
α2+(1-ρ)αβ

Φ‴ (-z,0,r)-λ1G(z)。 (12)

由(11)式和(12)式联解,得

Φ‴ (-z,0,r)-r+λ1+λ2+[α-(1-ρ)β]Fj
Fj Φ″(-z,0,r)-

(r+λ2)α-(1-ρ)β[Fjα-(r+λ1)]
Fj Φ′(-z,0,r)+r

(1-ρ)αβ
Fj Φ(-z,0,r)=0。 证毕
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DurationofNegativeSurplusforanImprovedPoisson-GeometricRiskModel

HANJianqin,QIAOKelin
(SchoolofMathematicsandComputerScience,Yan’anUniversity,Yan’anShaanxi716000,China)

Abstract:Inthispaper,wetookintoaccounttheeffectsofrandominterferencebecauseofthepremiums’randomnessandinflation
ininsurancebusiness,andweusedthesurpluscapitaltoinvestinordertoenhancetheinsurancepaymentlevel.Basedonthepoints
above,wedefinedtheinvestmentriskmodelwithinterferenceinwhichthepremiumincomefollowsthecompoundPoissonprocess
andtheclaimnumbersfollowsacompoundPoisson-Geometricprocess.BytakingfulladvantageofthestrongMarkovpropertyof
thesurplusprocessandthetotalexpectationformula,aintegraldifferentialequationofaconditionalmomentgeneratingfunctionfor
thefirstdurationofnegativesurplushasbeenobtained.Finally,thedifferentialequationhasbeengivenWhenpremiumincomeand
claimsizesfollowexponentialdistribution.
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