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摘要:设k是特征为零的域,k[x]为k上的多项式环,给出了k[x]上带权单项式导子的概念,然后通过对权是否为零进行

分类讨论,证明了D 是权为零的非零单项式导子当且仅当存在b∈k\{0},s∈N,使得对任意n∈N都有d(xn)=nbxs+n-1;

D 是权为λ≠0的非零单项式导子当且仅当存在a∈k\{0},使得D(xn)=
0,n=0
λ-1((λa+1)n-1)xn,n≥{ 1

。
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1预备知识

微分代数是一个带有导子的代数,起源于上世纪Ritt和Kolchin利用代数的观点研究微分方程[1],它在数

理逻辑、算术几何、计算代数和机器证明中均有广泛应用[2-3]。导子是微分代数上的一个线性算子,可以看作是

分析学中求导算子的进一步抽象。2008年,Guo与Keigher[4]推广了导子的概念,定义了带权的导子,并研究了

它与罗巴代数之间的关系。带权导子在Operad[5]、微分方程的线性边值问题[6]等理论中均有重要应用。
交换环k上单变元多项式环k[x]是数学中一个经典的研究对象。例如,在代数学中它是交换代数的自由对

象,在分析学中,取k为实数域,则k[x]中的多项式函数是解析函数的逼近函数。k[x]为研究导子的代数性质与

分析性质提供了良好的载体。k[x]上求导算子可以看作是权为零的导子,其运算规则是一个经典的结论,但是

对于一般带权的导子的结构尚不清楚。本文将对k[x]上带权的单项式导子进行完全分类。
下面先给出本文所需要的基本定义与符号。如不特别说明,用 N表示非负整数集,用k表示一个特征为零

的域。其他符号和概念参见文献[7-8]。
定义1 设k是一个特征为零的域,A 是一个k-代数,λ是k中一个元素。若线性映射D:A→A 满足莱布尼

茨法则,即对任意x,y∈A 有D(xy)=D(x)y+xD(y)+λD(x)D(y),则称D 是一个权为λ的导子(也叫作微分

算子),称(A,D)为一个权为λ的微分k-代数。
例如,实数域R上所有无限可微函数的全体是一个权为零的微分R-代数,其中导子D 是通常意义下的求导

算子d。
定义2 设D 是k[x]上的一个导子。若存在映射β:N→k和θ:N→N使得对任意n∈N,都有

D(xn)=β(n)xθ(n), (1)
则称D 为k[x]上的单项式导子。

下面给出一些带权单项式导子的例子。
例1 (i)给定b∈k\{0},s∈N,则D(xn)=nbxs+n-1是权为0的导子。事实上,此时D 可以看作是bxs 与求

导算子d 的乘积,即D(xn)=bxsd(xn)。
(ii)给定λ∈k\{0},D(xn)=-λ-1xn 是权为λ的单项式导子,此时D 是数乘运算。特别地,k[x]上恒等映
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射是权为-1的单项式导子。
假定本文中所有单项式导子都形如(1)式。为了方便起见,记Zβ 为β的零点集,即Zβ={n∈Nβ(n)=0},

并记Sβ=N\Zβ,称为β的支撑集。类似定义Zθ 与Sθ 分别为映射θ的零点集与支撑集。如果β(n)=0,那么总有

D(xn)=0,从而θ(n)的值并不影响D(xn)的取值,如不特别说明,规定此时θ(n)=0,故有Zβ⊆Zθ。

2k[x]上带权单项式导子的分类

下面对k[x]上所有带权的单项式导子进行分类,为此首先给出权为λ的单项式导子的一个等价描述。
引理1 设D 是k[x]上一个单项式线性算子,则以下3个命题等价:
(i)D 是k[x]上权为λ的单项式导子;
(ii)对任意m,n∈N,都有D(xm+n)=D(xm)xn+xmD(xn)+λD(xm)D(xn);
(iii)对任意m,n∈N,都有

β(m+n)xθ(m+n)=β(n)xm+θ(n)+β(m)xθ(m)+n+λβ(m)β(n)xθ(m)+θ(n)。 (2)
证明 根据定义1,命题(i)蕴含命题(ii);由定义2知,命题(ii)等价于命题(iii)。因此,下面只须证明命题

(ii)蕴含命题(i)。

假设命题(ii)成立。任取f(x),g(x)∈k[x],并设f(x)=∑
m

i=0
aixi,g(x)=∑

n

j=0
bjxj。 由D 的线性性可知:

D(f(x))g(x)+f(x)D(g(x))+λD(f(x))D(g(x))=

∑
m

i=0
aiD(xi( ))g(x)+f(x)∑

n

j=0
bjD(xj( ))+λ∑

m

i=0
aiD(xi( )) ∑

n

j=0
bjD(xj( ))=

∑
m

i=0
∑
n

j=0
aibj(D(xi)xj)+∑

m

i=0
∑
n

j=0
aibj(xiD(xj))+∑

m

i=0
∑
n

j=0
aibj(λD(xi)D(xj))=

∑
m

i=0
∑
n

j=0
aibj(D(xi)xj+xiD(xj)+λD(xi)D(xj))=∑

m

i=0
∑
n

j=0
aibjD(xixj)=D(f(x)g(x))。

从而由f(x)与g(x)的任意性可知,D 是k[x]上权为λ的单项式导子。 证毕

引理2 设D 是k[x]上权为λ的单项式导子。若0∉Zβ,则λ≠0,并且对任意n∈N,都有D(xn)=-λ-1xn。
证明 在(2)式中取m=0,则对任意n∈N有β(0)xθ(0)+n+λβ(0)β(n)xθ(0)+θ(n)=0。
由于0∉Zβ,故β(0)≠0,从而β(0)+λβ(0)β(n)=0,并且n+θ(0)=θ(n)+θ(0)。因此λ≠0且β(n)=-λ-1,

θ(n)=n,故由定义2可得D(xn)=-λ-1xn 成立。 证毕

上述引理实际上说明了若0∉Zβ,则导子D 的权不为零,并且此时im(β)=-λ-1,从而Zβ=∅。下面的引理

3将给出Zβ 的一般结构。但在此引理的证明过程中会用到数值半群的一个基本结论,因此首先回顾数值半群的

定义。
设S是自然数加法半群N的子半群。如果S在N中有有限补,即N\S是有限集,则称S是一个数值半群。

由文献[9]中的引理2.1可知,N的一个子半群S是一个数值半群当且仅当S 中所有元素的最大公因子为1,即

gcd(S)=1。
引理3 若D 是k[x]上权为λ的单项式导子。则或者Zβ 是空集,或者存在e∈N,使得Zβ=eN。
证明 由引理2知,β(0)≠0时,Zβ 是空集。若β(0)=0,则0∈Zβ,从而Zβ 不是空集,取m,n∈Zβ,则由(2)

式得β(m+n)xθ(m+n)=0,从而β(m+n)=0,于是m+n∈Zβ,这说明Zβ 是N的子半群。令e=gcd(Zβ)。若e=0,
则Zβ={0},从而结论成立。以下假设e≥1,证明Zβ=eN。

当D 是零算子时,Zβ=N,取e=1即可。以下假设D 是非零算子,即Zβ≠N,从而Zβ 与Sβ 都非空。此时必

有Sβ+Zβ⊆Sβ 成立。事实上,任取m∈Sβ,n∈Zβ,由(2)式知,β(m+n)xθ(m+n)=β(m)xθ(m)+n。注意到β(m)≠0,
所以β(m+n)=β(m)≠0,因此m+n∈Sβ,即Sβ+Zβ⊆Sβ。

由e=gcd(Zβ)可知1
eZβ 是一个数值半群,从而1

eZβ 在N中有有限补。于是存在f∈N使得f∈1eZβ,并且

f+N⊆1eZβ,即ef+eN⊆Zβ。若eN⊄Zβ,则存在k∈N使得ek∉Zβ,即ek∈Sβ,从而ek+ef∈Sβ+Zβ⊆Sβ。但是

ek+ef∈ef+eN⊆Zβ,矛盾。故eN⊆Zβ。
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另一方面,Zβ⊆eN显然成立,所以Zβ=eN,结论成立。 证毕

引理4 设D 是k[x]上一个权为零的非零导子。则Zβ={0}。
证明 因为D 的权为零,所以由引理2可知β(0)=0。从而,根据引理3,必存在e∈N,使得Zβ=eN。下证

e=0。
假设e≠0。因为D 是非零导子,故e≠1,从而e≥2。对于任意自然数m≥1,在(2)式中分别取m,n为m-1

与1,则有:

β(m)xθ(m)=β(1)xm-1+θ(1)+β(m-1)xθ(m-1)+1, (3)
故总有β(m)=β(m-1)+β(1),从而可以递推出β(m)=mβ(1)。特别地,有eβ(1)=β(e)=0,即β(1)=0。因此,

1∈Zβ=eN,于是必有e=1,矛盾,所以假设错误,命题得证。 证毕

定理1 设D 是k[x]上一个非零单项式导子。则D 是权为零当且仅当存在b∈k\{0},s∈N,使得对任意

n∈N,都有

D(xn)=nbxs+n-1。 (4)
证明 容易验证(4)式在k[x]上定义了一个非零单项式线性算子,并且对任意m,n∈N,都有

D(xm+n)=(m+n)bxs+m+n-1=xm(nbxs+n-1)+xn(mbxs+m-1)=xmD(xn)+D(xm)xn,
因此,由引理1知D 是k[x]上权为零的导子。

反之,假设D 是k[x]上权为零的非零导子。由引理4知Zβ={0}。因此,对任意m,n∈N\{0},(2)式中右边

第三项为零,而其余各项均不为零,从而有:

β(m+n)=β(m)+β(n), (5)

θ(m+n)=θ(m)+n=m+θ(n)。 (6)
由(5)式易知β(n)=β(1)+β(n-1)=…=nβ(1),由(6)式易知θ(n)=θ(1)+n-1。取b=β(1),s=θ(1),即

有D(xn)=nbxs+n-1,命题成立。 证毕

以下考虑权不为零的非零单项式导子。
引理5 设D 是k[x]上权为λ≠0非零单项式导子。则对任意n∈Sβ,都有θ(n)=n。
证明 若0∉Zβ,则由引理2可知命题成立。若0∈Zβ,则由引理3知,存在e∈N使得Zβ=eN。因为D 非

零,故e≠1。下面分e=0和e≥2两种情形讨论。
若e=0,则Zβ={0},Sβ=N\{0}。在(2)式中取m=n∈Sβ,从而有β(2n)xθ(2n)=2β(n)xn+θ(n)+λβ(n)2x2θ

(n)。
显然上式的各项系数均不为零,故必有θ(2n)=n+θ(n)=2θ(n),于是θ(n)=n,命题成立。

若e≥2,注意到Sβ=N\Zβ,故对任意n∈Sβ必存在m∈Sβ,使得m+n∈Zβ。于是(2)式左边为0,右边各项

系数均不为0,从而幂指数相等,即m+θ(n)=θ(m)+n=θ(m)+θ(n),所以θ(n)=n,命题亦成立。 证毕

定理2 设D 是k[x]上权为λ≠0的非零线性算子,则D 是单项式导子当且仅当存在a∈k\{0},使得:

D(xn)=
0,n=0
λ-1((λa+1)n-1)xn,n≥{ 1

。 (7)

证明 根据引理1,容易验证(7)式所定义的算子是k[x]上权为λ的单项式导子。反之,假设D 是k[x]上
权为λ≠0的非零单项式导子,下证D 必形如(7)式。

若0∉Zβ,则由引理2可知,D(xn)=-λ-1xn,此时取a=-λ-1即可。以下假设0∈Zβ。据引理3,存在e∈N
使得Zβ=eN。由D 是非零算子可知e≠1,即1∉Zβ,从而对任意n∈N,n与n+1不同时属于Zβ。

设β(1)=a。显然a≠0。在(2)式中取m=1可得

β(n+1)xθ(n+1)=β(n)xθ(n)+1+axn+θ(1)+λaβ(n)xθ(n)+θ(1)。 (8)
若n∈Zβ,则β(n)=0,而n+1∈Sβ,于是由引理5知θ(n+1)=n+θ(1)=n+1,从而由(8)式得

β(n+1)=β(n)+a+λaβ(n)。 (9)
若n∈Sβ,同时n+1∈Sβ,则据引理5知(8)式各项的幂指数均为n+1,则(9)式成立。若n∈Sβ,但是n+1∈Zβ,

则(8)式左边为0,据引理5知(8)式右边各项指数均为n+1,从而各项系数之和为0,即(9)式亦成立。因此,当
0∈Zβ 时,(9)式成立。下面对n进行归纳证明

β(n)=λ-1((λa+1)n-1)。 (10)
当n=1时,(10)式显然成立。假设当n-1≥1时,结论成立。则由(9)式知:
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β(n)=a+β(n-1)+λaβ(n-1)=a+λ-1((λa+1)n-1-1)+λaλ-1((λa+1)n-1-1)=λ-1((λa+1)n-1)。
因此,(10)式成立。

若e=0,则Sβ=N\{0},从而对任意n∈N,有θ(n)=n,因此D(xn)=λ-1((λa+1)n-1)xn,故(7)式成立。
若e>1,则由Zβ=eN知β(e)=0,从而(λa+1)e=1。特别地,当n∈Zβ 时,总有β(n)=0。由于此时θ(n)的

取值并不影响D(xn)的值,故为了给出D(xn)的一个统一表达式,令θ(n)=n,则(7)式亦成立。命题得证。证毕

注1 对于k[x]中任意元素f(x),由D(xn)=f(x)d(xn)定义的算子D 是一个权为零的导子,这里d是通

常的微分算子,反之k[x]上权为零的导子也必然可如此给出。然而,对权不为零的导子的情形尚待进一步研究。
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Abstract:Monomialderivationwithweightonk[x],thepolynomialringovercharacteristiczerofiledk,isdefined.Thentheclassi-
ficationofthiskindofderivationsisestablishedbydiscussingwhethertheweightiszero.Moreprecisely,itisshowedthatDisa
nonzeromonomialderivationwithweightzeroifandonlyifthereexistb∈k\{0},s∈N,suchthatd(xn)=nbxs+n-1foralln∈N;It
isalsoprovedthatDisanonzeromonomialderivationwithweightλ≠0ifandonlyifthereexistsa∈k\{0}suchthatD(xn)=
0,n=0
λ-1((λa+1)n-1)xn,n≥{ 1
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