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混合Cauchy-四次函数方程的Ulam稳定性
*

宋 爱 民

(甘肃民族师范学院 数学系,甘肃 甘南747000)

摘要:给出混合Cauchy-四次函数方程f(x1+x2,2y1+y2)+f(x1+x2,2y1-y2)=4f(x1,y1+y2)+4f(x1,y1-y2)+
24f(x1,y1)-6f(x1,y2)+4f(x2,y1+y2)+4f(x2,y1-y2)+24f(x2,y1)-6f(x2,y2)的定义,并得到其一般解,同时,
在Banach空间及Non-Archimedean赋范空间上讨论了它的Ulam稳定性。
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1问题的提出

1940年,Ulam[1]提出了函数方程的稳定性问题,研究了群同态的稳定性。Hyers[2]在1941年解决了Ba-
nach空间中近似可加映射的稳定性问题。1978年,Rassias[3]将这种稳定性推广到广义 Hyers-Ulam稳定性。
后来人们研究了各种映射的 Hyers-Ulam稳定性[4-6]。Radu[7]用不动点方法解决了 Hyers-Ulam稳定性问题。
之后,直接方法和不动点方法成为研究函数方程稳定性的重要方法。

本节设X 和Y 表示实向量空间。
称映射f:X→Y 为Cauchy的,若其满足函数方程f(x+y)=f(x)+f(y)。Rassias[8]给出了四次函数方程

的定义:

f(2x+y)+f(2x-y)=4f(x+y)+4f(x-y)+24f(x)-6f(y), (1)
并研究了四次函数方程的稳定性。

四次函数方程与Jordan-vonNeumann方程有非常密切的关系。Lee和Sung等人[9]给出了四次函数方程

的一般解。
引理1 映射f:X→Y 满足四次函数方程(1)的充分必要条件是存在一个对称的,双二次映射B:X2→Y,使

得f(x)=B(x,x),事实上

B(x,y)=112
[f(x+y)+f(x-y)-2f(x)-2f(y)]。 (2)

近几年人们开始研究多元函数方程的稳定性,如Chu,Ku和Park[10]研究了n元导子的每一个变量的Ulam
稳定性,Bae和Park[11]研究了二元四次函数方程的一般解及其稳定性。

在上述研究的基础上,定义了混合Cauchy-四次函数方程,并通过对四次函数方程的一般解的研究,得到了

其一般解并证明了混合Cauchy-四次函数方程的Ulam稳定性。
定义1 映射f:X2→Y 称为混合Cauchy-四次函数是指任给x1,x2,y1,y2∈X 都满足下列混合Cauchy-四

次函数方程

f(x1+x2,2y1+y2)+f(x1+x2,2y1-y2)=4f(x1,y1+y2)+4f(x1,y1-y2)+24f(x1,y1)-
6f(x1,y2)+4f(x2,y1+y2)+4f(x2,y1-y2)+24f(x2,y1)-6f(x2,y2)。 (3)

2方程(3)的一般解

引理2 映射f:X2→Y 满足方程(3)当且仅当f关于第一个变元是Cauchy的,关于第二个变元是四次的,
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即对任意的x1,x2,y1,y2∈X 都有:

f(x1+x2,y)=f(x1,y)+f(x2,y),

f(x,2y1+y2)+f(x,2y1-y2)=4f(x,y1+y2)+4f(x,y1-y2)+24f(x,y1)-6f(x,y2)。
证明 充分性显然,下面证明必要性。

1)首先证明f关于第二个变元是四次的。在(3)式中令x1=x2=y1=y2=0,得f(0,0)=0;若令x2=y1=

y2=0,则显然有f(x1,0)=0。
在(3)式中,令x1=x2=0,得

f(0,2y1+y2)+f(0,2y1-y2)=8f(0,y1+y2)+8f(0,y1-y2)+48f(0,y1)-12f(0,y2)。 (4)
在(4)式中令y1=0,得

5f(0,y2)=7f(0,-y2)。 (5)

在(4)式中令y2=0,得

f(0,2y1)=32f(0,y1)。 (6)
在(4)式中令y1=y2=y,得

f(0,3y)-8f(0,2y)-35f(0,y)=0。 (7)
在(4)式中令y1=y,y2=2y,得

f(0,4y)-8f(0,3y)+12f(0,2y)-48f(0,y)-8f(0,-y)=0。 (8)
又由(4)式可知

f(0,4y)=32f(0,2y)。 (9)
由(5)~(9)式可解得f(0,y)=0。在方程(3)中令x2=0,由f(0,y)=0可得:

f(x1,2y1+y2)+f(x1,2y1-y2)=4f(x1,y1+y2)+4f(x1,y1-y2)+24f(x1,y2)-6f(x1,y2),
即f关于第二个变元是四次的。

2)下证f关于第一个变元是Cauchy的,在(3)式中令y2=0,得2f(x1+x2,2y1)=32f(x1,y1)+32f(x2,y1),已
证得f关于第二个变元是四次的,则有f(x1+x2,y1)=f(x1,y1)+f(x1,y1),从而f关于第一个变元是Cauchy
的。 证毕

定理1 映射f:X2→Y 满足方程(3)式当且仅当存在一个三元映射A:X3→Y,使得对任意x,y∈X,都有

f(x,y)=A(x,y,y),其中A 关于第一个变量是可加的,关于后两个变量是对称、二次的。
证明 先证充分性。由于A 关于第一个变量是可加的,从而f关于第一个变元是可加的,又A 关于后面两

个变量是对称、二次的,由引理1可知,f关于第二个变元是四次的,从而f满足方程(3)。
必要性。设f满足方程(3),定义A:X3→Y,对∀x,y,z∈X 有

A(x,y,z)=112
[f(x,y+z)+f(x,y-z)-2f(x,y)-2f(x,z)]。

由前面引理1可知,固定x,A 关于y,z是对称、二次的,固定y,z,由于f关于第一个变元是Cauchy的,从
而A 关于第一个变元的可加的。显然,由A 的定义有

A(x,y,y)=112
[f(x,2y)+f(x,0)-2f(x,y)-2f(x,y)],

进一步,由于f关于第二个变元是四次的,从而有f(x,2y)=16f(x,y),f(x,0)=0。代入上式有

A(x,y,y)=112
[16f(x,y)-4f(x,y)]=f(x,y),

结论得证。
对于映射f:X→Y,算子Df:X2→Y,记

Df(x1,x2,y1,y2)=f(x1+x2,2y1+y2)+f(x1+x2,2y1-y2)-4f(x1,y1+y2)-
4f(x1,y1-y2)-24f(x1,y1)+6f(x1,y2)-

4f(x2,y1+y2)-4f(x2,y1-y2)-24f(x2,y1)+6f(x2,y2),
显然f是Cauchy-四次的当且仅当∀x1,x2,y1,y2∈X,Df(x1,x2,y1,y2)=0。
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3方程(3)在Banach空间的Ulam稳定性

本节始终设X 为实的向量空间,Y 为实的Banach空间。下面主要利用直接法证明函数方程(3)的Ulam稳

定性。
定理2 给定函数φ:X4→[0,+∞)满足对任意的x1,x2,y1,y2∈X 都有

Φ(x1,x2,y1,y2)=∑
∞

n=0

1
32n+1φ(2nx1,2nx2,2ny1,2ny2)< ∞, (10)

如果映射f:X2→Y 满足对任意x1,x2,y1,y2∈X 都有

Df(x1,x2,y1,y2)≤2φ(x1,x2,y1,y2), (11)
且当x=0或y=0时f(x,y)=0,则存在唯一的满足方程(3)的Cauchy-四次函数Q:X2→Y,满足对任意x,y∈X
有

f(x,y)-Q(x,y)≤Φ(x,x,y,0), (12)
证明 在(11)式中令x1=x2=x,y1=y,y2=0,得 2f(2x,2y)-64f(x,y)≤2φ(x,x,y,0),两边同除以

64,得 1
32f

(2x,2y)-f(x,y)≤132φ
(x,x,y,0),用2nx 代替x,2ny 代替y,再在两边同除以32n,得

1
32n+1f(2n+1x,2n+1y)- 132nf(2nx,2ny)≤ 1

32n+1φ(2nx,2nx,2ny,0),

从而对任给正整数m<n,有
1

32n+m+1f(2n+m+1x,2n+m+1y)- 1
32nf(2nx,2ny)≤∑

m

i=0

1
32n+i+1φ(2n+ix,2n+ix,2n+iy,0)。 (13)

由(10)式可知 1
32nf(2nx,2ny{ })是Y 中的Cauchy列,又Y 是Banach空间,从而 1

32nf(2nx,2ny{ })收敛。记

Q(x,y)=lim
n→∞

1
32nf(2nx,2ny)。

下证Q:X2→Y 为满足方程(3)的Cauchy-四次函数方程。
在(11)式中,用2nx1,2nx2,2ny1,2ny2 代替x1,x2,y1,y2,且两边同时除以32n,得

1
32nDf(2nx1,2nx2,2ny1,2ny2)≤ 232nφ(2nx1,2nx2,2ny1,2ny2),

由(10)式知lim
n→∞

1
32nφ(2nx1,2nx2,2ny1,2ny2)=0,所以令上式两边n→∞,得 DQ(x1,x2,y1,y2)=0,即Q 是

Cauchy-四次函数。在(13)式中,取n=0,m→∞,得

Q(x,y)-f(x,y)≤∑
∞

i=0

1
32i+1φ

(2ix,2ix,2iy,0)=Φ(x,x,y,0),

即(12)式得证。
下证Q 的唯一性,设存在Cauchy-四次函数Q′:X2→Y 也满足(12)式。又Q′是Cauchy-四次函数,∀x,y∈

X,及任意正整数n,有Q′(2nx,2ny)=32nQ′(x,y)。
从而有:

Q′(x,y)-Q(x,y)= 132n Q′(2nx,2ny)-Q(2nx,2ny)≤

1
32n Q′(2nx,2ny)-f(2nx,2ny)+ 132n f(2nx,2ny)-Q(2nx,2ny)≤ 232nΦ(2nx,2nx,2ny,0)=

2∑
∞

i=0

1
32n+i+1φ(2n+ix,2n+ix,2n+iy,0)=2∑

∞

i=n

1
32i+1φ

(2ix,2ix,2iy,0)。

由(10)式可知,lim
n→∞∑

∞

i=n

1
32i+1φ

(2ix,2ix,2iy,0)=0。 从而在上式令n→∞,得Q′(x,y)=Q(x,y),唯一性得

证。 证毕

推论1 设θ,p1,p2,q1,q2 为非负实数,满足p1+p2+q1+q2∈(0,5),设f:X2→Y 有
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Df(x1,x2,y1,y2)≤2θ(x1 p1 x2 p2 y1 q1 y2 q2), (14)
对∀x1,x2,y1,y2∈X 成立,则f是一个Cauchy-四次函数。

证明 令φ(x1,x2,y1,y2)=θ(x1 p1 x2 p2 y1 q1 y2 q2),显然φ满足条件

Φ(x1,x2,y1,y2)=∑
∞

n=0

1
32n+1φ(2nx1,2nx2,2ny1,2ny2)< ∞。

在(14)式中,令x1=x2=y1=y2=0,有f(0,0)=0,若令x2=y1=y2=0,得f(x,0)=0,进一步,若在(14)
式中令x1=x2=0,则由引理2可得f(0,y)=0,定理2的条件满足,从而存在唯一的满足方程(3)的Cauchy-四

次函数Q:X2→Y,且Q(x,y)=lim
n→∞

1
32nf(2nx,2ny)。

若在(14)式中令x1=x2=x,y1=y,y2=0,则f(2x,2y)=32f(x,y),显然,通过不断递推,可以得到f(x,y)=
1
32nf(2nx,2ny),从而由定理1可得f≡Q 是Cauchy-四次函数。 证毕

定理3 给定函数φ:X4→[0,+∞)满足对任意的x1,x2,y1,y2∈X 都有:

Φ(x1,x2,y1,y2)=∑
∞

n=0
32nφ

x1
2n+1,

x2
2n+1,

y1
2n+1,

y2
2n+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 < ∞,

如果映射f:X2→Y 满足对任意x1,x2,y1,y2∈X 都有 Df(x1,x2,y1,y2)≤2φ(x1,x2,y1,y2),且当x=0或

y=0时f(x,y)=0,则存在唯一的满足方程(3)的Cauchy-四次函数Q:X2→Y,满足对任意x,y∈X 有

f(x,y)-Q(x,y)≤Φ(x,x,y,0)。
定理3可由定理2的证明过程直接得到。

4方程(3)在Non-Archimedean空间的Ulam稳定性

在给出本节的主要结论之前,先回顾一下关于Non-Archimedean赋范空间的一些基本概念和结论。

1987年,Hense[12]提出了Non-Archimedean空间,此后常在Non-Archimedean空间上研究函数方程的稳定

性[13-15]。
定义2 若域 K 上定义函数 · :K→[0,∞)满足:1)r =0⇔r=0;2)rs = r s ;3)r+s ≤

max{r ,s }。则称域K 为Non-Archimedean域。
定义3 X 为定义在(K,· )上的线性空间,若 · :X→[0,∞)满足:

1)x =0⇔x=0;

2)rx = r x ;

3)x+y ≤max{x ,y }对∀x,y∈X,r∈K 成立。
则称(X,· )为Non-Archimedean赋范空间。

显然,对Non-Archimedean赋范空间有 xn-xm ≤max{xj+1-xj ;m≤j≤n-1}(n≥m),从而Non-Ar-
chimedean赋范空间中序列{xn}为Cauchy的当且仅当{xn+1-xn}收敛到0。

定理4 给定函数φ:X4→[0,+∞)满足对任意的x1,x2,y1,y2∈X 都有

Φ(x1,x2,y1,y2)=∑
∞

n=0

1
64 32 nφ(2nx1,2nx2,2ny1,2ny2)< ∞, (15)

如果映射f:X2→Y 满足对任意x1,x2,y1,y2∈X 都有

Df(x1,x2,y1,y2)≤φ(x1,x2,y1,y2), (16)
且当x=0或y=0时有f(x,y)=0,则存在唯一的满足方程(3)的Cauchy-四次函数Q:X2→Y,满足对任意x,y
∈X 有

f(x,y)-Q(x,y)≤ 1
64sup

1
32j φ(2jx,2jx,2jy,0),j∈{ }N 。 (17)

证明 在(16)式中令x1=x2=x,y1=y,y2=0,得2f(2x,2y)-64f(x,y)≤φ(x,x,y,0),两边同除以 64 ,

得 1
32f

(2x,2y)-f(x,y)≤ 1
64φ(x,x,y,0),用2nx 代替x,2ny 代替y,再在两边同除以 32 n,得:
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1
32n+1f(2n+1x,2n+1y)- 132nf(2nx,2ny)≤ 1

64 32n φ(2nx,2nx,2ny,0),

从而对任给正整数m,n,有
1

32n+m+1f(2n+m+1x,2n+m+1y)- 132nf(2nx,2ny)≤

max 1
64 32n+i φ(2n+ix,2n+ix,2n+iy,0),0≤i≤{ }m 。 (18)

由(15)式可知 1
32nf(2nx,2ny{ })是Y 中的Cauchy列,又Y 是完备的 Non-Archimedean赋范空间,从而

1
32nf(2nx,2ny{ })收敛。记Q(x,y)=lim

n→∞

1
32nf(2nx,2ny)。

下证Q:X2→Y 为满足方程(3)的Cauchy-四次函数方程。
在(16)式中,用2nx1,2nx2,2ny1,2ny2 代替x1,x2,y1,y2,且两边同时除以 32 n,得

1
32nDf(2nx1,2nx2,2ny1,2ny2)≤ 1

32 nφ(2nx1,2nx2,2ny1,2ny2),

由(15)式知lim
n→∞

1
32 nφ(2nx1,2nx2,2ny1,2ny2)=0,所以令上式两边n→∞,得DQ(x1,x2,y1,y2)=0,即Q 是

Cauchy-四次函数。
对∀x∈X 及n∈N有:

1
32nf(2nx,2ny)-f(x,y)= ∑

n-1

j=0

1
32j+1f(2j+1x,2j+1y)- 1

32jf(2jx,2jy)≤

max 1
32j+1f(2j+1x,2j+1y)- 132jf(2jx,2jy),0≤j<{ }n ≤

1
64 max

1
32j φ(2jx,2jx,2jy,0),0≤j<{ }n 。

令n→∞,则有f(x,y)-Q(x,y)≤ 1
64sup

1
32j φ(2jx,2jx,2jy,0),j∈{ }N 。

下证Q 的唯一性,不妨设存在Cauchy-四次函数Q′:X2→Y 也满足(17)式。又Q′是Cauchy-四次函数,∀x,

y∈X,及任意正整数k,有Q′(2kx,2ky)=32kQ′(x,y)。从而

Q′(x,y)-Q(x,y)=lim
k→∞

1
32 k Q′(2kx,2ky)-Q(2kx,2ky)≤

lim
k→∞

1
32 kmax{Q′(2kx,2ky)-f(2kx,2ky),f(2kx,2ky)-Q(2kx,2ky)}≤

1
64limk→∞

 lim
n→∞
max 1

32j φ(2jx,2jx,2jy,0),k≤j<n+{ }k =

1
64limk→∞

sup 1
32j φ(2jx,2jx,2jy,0),j∈N,k≤j<{ }∞ =0。

得Q′(x,y)=Q(x,y),定理得证。 证毕
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TheUlamStabilityofMixedCauchy-quarticFunctionalEquation

SONGAimin
(CollegeofMathematics,GansuNormalUniversityforNationalities,GannanGansu747000,China)

Abstract:Inthispaper,wedefinedthemixedCauchy-quarticfunctionalequationf(x1+x2,2y1+y2)+f(x1+x2,2y1-y2)=
4f(x1,y1+y2)+4f(x1,y1-y2)+24f(x1,y1)-6f(x1,y2)+4f(x2,y1+y2)+4f(x2,y1-y2)+24f(x2,y1)-6f(x2,y2),and
obtainitgeneralsolution.Meanwhile,weprooftheUlamstabilityofCauchy-quarticfunctionalequationinBanachspaceandNon-
Archimedeanspace.
Keywords:Cauchy-quarticfunctionalequation;Banachspace;non-Archimedeanspace;Ulamstability
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