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向量优化中广义内部的一些注记
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摘要:在向量优化中,基于拓扑内部的集合的许多性质具有十分重要的作用,然而在无限维空间中存在许多拓扑内部为空

的集合。因此,研究广义内部下集合的一些相应的性质特征则显得十分必要。首先归纳了向量优化中拓扑内部意义下集

合的一些经典结果,进而通过一些具体的例子研究了这些经典结果在拟内部等广义内部意义下的情形。
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1预备知识

基于拓扑内部意义下集合的一些经典性质在最优化理论及其应用研究中扮演了十分基础且重要的作

用[1-2]。特别地,Tanaka和Kuroiwa在文献[3]中研究了凸集的一些基本的拓扑性质和代数性质,并在文献[4-5]

中进一步推广和改进了相应的结果。然而,在一些无限维空间中存在很多集合的拓扑内部为空的情况。为了在

更广泛的意义下研究各类优化问题,一些学者相继提出了各种广义内部的概念。特别地,Borwein和Goebel在

文献[6]中提出了伪相对内部、拟内部和拟相对内部等概念,研究了这些广义内部的一些基本性质,提出了一些

关于拟相对内部的公开问题。最近,Z췍linescu在文献[7]中进一步研究了这些公开问题。各类广义内部及其相

应的一些基本性质在向量优化理论与方法研究中也有十分广泛的应用。特别地,Bao和 Mordukhovich[8]提出了

广义内部意义下向量优化问题的一些解概念,并利用变分分析等工具研究了这些解的一些性质及其存在性结

果。本文主要是基于拓扑内部非空情况下集合的经典结果,研究其在拟内部等广义内部意义下的相应情形。本

文的主要结果对于进一步探讨广义内部意义下向量优化问题解的一些性质具有重要意义。

下面首先介绍本文需要用到的一些基本概念与引理。

若无特殊说明,本文假定Y 为实局部凸拓扑线性空间,Y*为Y 的拓扑对偶空间。Rn 为n 维欧氏空间。对

于Y 中的非空子集A,clA 和intA 分别表示集合A 的拓扑闭包和拓扑内部。集合A 的锥包和线性包分别定义

为

coneA= λa a∈A,λ≥{ }0 ,spanA= ∑
n

i=1
λiai ai∈A,λi∈R{ }1 。

称锥K⊆Y 为点的,若K∩(-K)={0}。

设lp(1≤p<+∞)为p 次收敛实数列全体,对于y=(yn)n∈N+ ∈lp,其范数定义为 y = ∑
∞

n=1
yp( )n

1
p,其中

N+为正整数集。众所周知,lp 为一实Banach空间。lp 中的正锥和严格正锥分别为:

lp
+={(yn)n∈N+∈lp yn≥0,∀n∈N+},lp

++={(yn)n∈N+∈lp yn>0,∀n∈N+}。
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引理1[2] 设A⊆Y 为非空凸集,若y∉clA,则存在μ*∈Y*\{0}和实数λ,使得<μ*,y>≤λ<<μ*,y>,∀y∈
A。其中<μ*,y>表示线性泛函μ*作用在y上的值。

定义1[6] 设非空凸集A⊆Y,A 的拟内部定义为qiA={y∈A clcone(A-y)=Y}。
定义2[9] 设Y 为实线性空间,A⊆Y 为非空子集,A 的向量闭包定义为:

vclA={y∈Y ∃h∈Y,∀λ>0,∃t∈(0,λ],y+th∈A}。
定义3[9] 设Y 为实线性空间,A⊆Y 为非空子集,A 的相对代数内部定义为:

icrA={y∈A ∀h∈span(A-A),∃λ>0,∀t∈[0,λ],y+th∈A}。

2基于广义内部的集合性质

众所周知,下面的基于拓扑内部意义下集合的性质在凸分析中是非常基本且重要的。

C1[1-2] 设A⊆Y 为拓扑内部非空的凸集,则cl(intA)=clA;

C2[1-2] 设A⊆Y 为拓扑内部非空的凸集,则cl(cone(intA))=cl(coneA);

C3[1-2] 设A⊆Y 为拓扑内部非空的凸集,则int(λA)=λintA,∀λ∈R1;

C4[1-2] 设A⊆Y 为拓扑内部非空的凸集,则int(A-y)=intA-y,y∈Y;

C5[1-2] 设A⊆Y 为拓扑内部非空的凸集,则λintA+(1-λ)clA⊆intA,∀λ∈(0,1];

C6[11] 设K⊆Y 为拓扑内部非空的凸锥且A⊆Y,则cl(A+K)=cl(A+intK);

C7[1-2] 设A⊆Y 为拓扑内部非空的凸集,则intA=int(clA);

C8[11] 设K⊆Y 为拓扑内部非空的凸锥,A⊆Y,则int(cl(A+K))=A+intK;

C9[3-4] 设A,B⊆Y 为非空凸集且B 的拓扑内部非空,则int(A+B)=A+intB=clA+intB;

C10[12] 设K⊆Y 为拓扑内部非空的凸锥,A⊆Y 且(A+K)∩(-intK)=∅,则

cl(cone(A+K))∩(-intK)=∅。
下面主要讨论以上这些拓扑内部意义下的基本结果在拟内部等广义内部下的相应情形。

定理1 设A⊆Y 为拟内部非空的凸集,则:1)cl(qiA)=clA;2)cl(cone(qiA))=cl(coneA);3)qi(λA)=
αqiA,∀α∈R1;4)qi(A-y)=qiA-y,y∈Y;5)λqiA+(1-λ)clA⊆qiA,∀λ∈(0,1]。

证明 由Boţ等人在文献[10]中的命题2.5知,当qiA≠∅时,结论显然成立。 证毕

定理2 设K⊆Y 为拟内部非空的凸锥,A⊆Y,则cl(A+K)=cl(A+qiK)。
证明 结合定理1的结论1)可得

A+K⊆clA+clK=clA+cl(qiK)⊆cl(A+qiK)。
于是cl(A+K)⊆cl(A+qiK)。此外,cl(A+qiK)⊆cl(A+K)显然成立。结论得证。 证毕

定理3 设A⊆Y 为拟内部非空的凸集,则qiA⊆qi(clA)。
由拟内部的定义,定理3的结论显然成立。

注1 定理3中的反包含关系不一定成立。

例1 令Y=l2,A=l1+,y= 1
2
æ

è
ç

ö

ø
÷

n n∈N+
∈l2。显然l1+⊆l2+且A 为凸集。因l2+为闭凸锥,则cll1+⊆l2+。若存在

y∈l2+,y∉cll+1 。根据引理1得,存在μ*∈Y*\{0}=l2\{0}和实数λ,使得<μ*,y>≤λ<<μ*,y>,∀y∈cll1+。不

妨设y=(y1,y2,y3,…),μ*=(μ*
1 ,μ*

2 ,μ*
3 ,…),其中μ*

1 ,μ*
2 ,μ*

3 ,…不全为零。

令y=0可得λ≥0。令k>0,y=(k,0,0,…),则kμ*
1 =<μ*,y>≤λ。故μ*

1 ≤0。否则,当k足够大时将导致

矛盾。类似可得μ*
2 ≤0,i=1,2,…。因此0≤λ< <μ*,y>=∑

∞

n=1
μ*

i yi ≤0产生矛盾。故有clA=l2+。于是

qi(clA)=qil2+。因此

qiA={(yn)n∈N+∈l1 yn>0,∀n∈N+},qi(clA)={(yn)n∈N+∈l2 xn>0,∀n∈N+},
显然y∈qi(clA),但y∉qiA。

定理4 设K⊆Y 为拓扑内部非空的凸锥且A⊆Y,则A+qiK⊆qi(cl(A+K))。
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证明 对任意的y∈A+qiK,存在a∈A,k∈qiK 使得y=a+k。于是由k∈qiK 及拟内部的定义可知

cl(cone(K-k))=Y。根据文献[12]中的命题3.1得:

cl(cone(cl(A+K)-y))=cl(cone(cl(A+K-y)))=cl(cone(cl(A+K-a-k)))⊇
cl(cone(cl(K-k)))=cl(cone(K-k))=Y。

此外,显然有y∈cl(A+K)。于是由拟内部的定义得y∈qi(cl(A+K))。结论得证。 证毕

注2 定理4中的反包含关系不一定成立。

例2 令Y=l2,A=K=l1+。显然,K 是Y 中的凸锥。由例1可知

qi(cl(A+K))={(yn)n∈N+∈l2 yn>0,∀n∈N+}⊈ (yn)n∈N+∈l1 yn>0,∀n∈N{ }+ =A+qiK。
定理5 设A,B⊆Y 为非空凸集且B 的拟内部非空,则A+qiB⊆qi(A+B)。
由文献[7]的命题1可知定理5的结论显然成立。

注3 定理5中的反包含关系不一定成立。

例3 令Y=l2,A=[0,1]y⊆l2,B=l1+,y= 1
2
æ

è
ç

ö

ø
÷

n n∈N+
∈l2。显然,l1+⊆A+B⊆l2++l2+=l2+。故由例1可知

cl(A+B)=l2+。因此,y∈(A+B)∩qil2+。于是由拟内部的定义可知y∈qi(A+B)。

假设y∈A+qiB,则存在t∈[0,1]使得y∈ty+qiB⊆ty+l1。因此有(1-t)y∈l1。由y∉l1 得t=1,于是

0∈qiB,产生矛盾。因此,y∉A+qiB。
定理6 设A,B⊆Y 为非空凸集且B 的拟内部非空,则 A+qiB⊆clA+qiB。
定理6的结论显然成立。

注4 定理6中的反包含关系不一定成立。

例4 令Y=l2,A=B=l1+,则有clA+qiB=l2++l1++,A+qiB=l1++l1++=l1++。

取y= 1æ
è
ç

ö

ø
÷

n n∈N+
+ 1

n
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
n∈N+

,可以验证y∈clA+qiB,y∉A+qiB。

注5 上面的例3同时也表明qi(A+B)⊆clA+qiB 不一定成立。上面的例4同时也表明clA+qiB⊆

qi(A+B)不一定成立。

定理7 设Y 为实线性空间,{0}≠K⊆Y 为相对代数内部非空的凸锥且K 是点的。如果

A⊆Y 且(A+K)∩(-icrK)=∅,
则cone(A+K)∩(-icrK)=∅。

证明 由{0}≠K 及K 的点性,很容易验证0∉icrK。反设结论不成立,则存在a∈A,k∈K 和λ≥0使得

y=λ(a+k)∈-icrK。若λ=0,则与0∉icrK 矛盾。若λ>0,则a+k∈-icrK。这与假设条件矛盾。结论得证。

证毕

注6 在定理7的条件下vcl(cone(A+K))∩(-icrK)=∅不一定成立。

例5 令Y=R2,K={(y1,y2)y1=y2,y1≥0},A={(y1,y2)y1<0,y2<y1}∪{(0,0)}。可以验证

A+K={(y1,y2)y2≤y1,0≤y1}∪A。
显然cone(A+K)∩(-icrK)=∅。但cl(cone(A+K))∩(-icrK)=-icrK≠∅。
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Abstract:Manycharacterizationsviatopologicalinteriorofsetshavebeenplayinganimportantroleinvectoroptimization.Howev-

er,thereexistmanysetswithemptytopologicalinteriorininfinitedimensionalspaces.Hence,itisnecessarytoinvestigatethecor-

respondingcharacterizationsofsetsinthesenseofgeneralizedinterior.Inthispaper,wefirstsummarizesomeclassicalresults

basedonthetopologicalinteriorinvectoroptimization.Furthermore,weinvestigatesomecorrespondingcasesinthesenseofgener-

alizedinteriorsuchasquasiinteriorbymeansofsomeconcreteexamples.
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