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半无限规划中的增广拉格朗日鞍点
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摘要:考虑一类半无限规划问题,它是许多现实生活问题中数学模型的强力工具。采用一种增广拉格朗日方法来解决半

无限规划问题,并且在ReductionApproach的条件下,讨论了局部鞍点与局部最优解之间的关系。首先由鞍点的存在性

得到了问题的局部最优解。其次在扩展的 MF约束条件、强二阶充分条件和扩展的强二阶充分条件下又得到了局部最优

解是局部鞍点存在的充分条件。
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1预备知识

在科学与技术的实践中经常会遇到半无限规划这样的最优化问题,它的目标函数为单值实函数,而约束函

数无限多个。半无限规划是一般约束优化问题的推广,它在工程设计、最优控制、经济平衡以及计算机网络系统

中有广泛的应用,因此成为了数学规划中非常活跃的研究课题。
本文将考虑如下形式的半无限规划问题:

(SIP):minf(x),s.t.x∈M。 (1)
其中M={x∈Rn|G(x,y)≤0,y∈Y},f,G 都是二次连续可微的实值函数,Y(⊂Rr)是无限的紧指标集。

增广拉格朗日方法在解决非凸约束最优化问题中具有重要的理论价值和实际意义。增广拉格朗日方法首

次用于由Hestenes[1]和Powell[2]引入的有限多个等式约束问题中,后又被Buys[3]延伸到了有限空间的不等式

约束问题中。增广拉格朗日对偶方法的理论性质,在有限维集合中有限个约束条件下,在Rockafellar[4-5]的文献

中被彻底研究,其中特别是它与共轭对偶理论的联系。增广拉格朗日方法已经被Rockafellar[4]用在解决既有等

式约束又有不等式约束的最优性问题上。在一个增长条件下,人们能够使对偶问题的值与扰动函数的表现相联

系。Rockafellar[4]引出了二次增长条件的定义,并且得到了在约束优化问题和它的增广拉格朗日对偶问题中对

偶间隙为零的充分必要条件。Rockafellar和 Wets[6]引出了凸的增广函数的增广拉格朗日,相应的零对偶间隙

也被建立。Sun等人[7-8]考虑了四类增广拉格朗日函数,在二阶充分条件和某些轻微的附加条件下,得到了所有

这些增广拉格朗日函数局部和全局的鞍点存在性的结果。如果能把增广拉格朗日函数的这些结果引入到半无

限规划中,那么它的应用会更广泛,意义会更大。
关于半无限规划问题的理论基础备受关注,它的约束函数个数的无限性是解决这类问题的主要困难,为解

决这一困难,必须加上一定的条件,才能将半无限规划问题转化为有限的非线性优化问题。然而,近些年已经提

出许多解决半无限规划问题的有效方法[9-12],其中既约法是最具代表性的方法:一类是在有限离散的条件下,利
用增广拉格朗日方法,讨论了增广拉格朗日乘子存在的充分必要条件[13];另一类是在ReductionApproach的条

件下,将半无限规划问题转化为有限的非线性优化问题,并且采用了两个凸化的程序,讨论了鞍点的最优性条件

和零对偶间隙的存在性质[14-15]。凸化是对偶理论和鞍点最优性发展的基本要求,也是解决非凸最优化问题的一

种常见方法。对凸的半无限规划问题存在一个很好的比较成熟的对偶理论[9,16-17],对于非凸的最优化问题,增广

拉格朗日方法是最常用的。然而,运用增广拉格朗日方法在ReductionApproach的条件下来讨论鞍点的存在性的
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研究还不常见。
增广拉格朗日方法是解决非凸约束最优化问题的重要方法,并且它的应用也比较广泛。因此,本文选取了

Huang和Yang在文献[18]中提出的增广拉格朗日函数,但与文献[18]中不同的是本文中的增广函数σ(u)不要

求是凸的,只需满足零极值条件。利用该增广拉格朗日函数,并且在ReductionApproach的条件下,研究了(1)
式的半无限规划问题的鞍点的性质,得到了局部最优解和局部鞍点存在的充分条件。

2定义和基本结论

先给出了后面讨论所需要的一些概念和基本结论。令Ck(U,R),k≥1是k次连续可微的实值函数空间。集

合C1.1(U,R)表示定义在U⊂Rn 上的一阶导数Lipschitz连续的函数全体构成的集合,对任意的x∈Rn,其积极

约束集合为Y0(x)={y∈Y|G(x,y)=0}。
对(1)式的(SIP)中的紧指标集Y,给出如下的形式:Y={y∈Rr|ul(y)=0,l∈A,vk(y)≤0,k∈B}。其中

A={1,…,a},a<r,B={1,…,b},ul,vk∈C2(Rr,R),l∈A,k∈B。假设线性无关的约束条件(LICQ)在每一个

y∈Y 成立,即梯度Dul(y),Dvk(y),l∈A,k∈B0 是线性无关的,其中B0:={k∈B|vk(y)=0}。
如果x∈M,则对每一个y∈Y0(x)是下层问题LL(x):minG(x,y),s.t.y∈Y 的全局最小值。在x=x,由线

性无关的约束条件知,存在唯一的决定因子αl,l∈A,βk≥0,k∈B0(y),使得

DyG(x,y)+∑
l∈A

αlDul(y)+ ∑
k∈B0(y)

βkDvk(y)=0, (2)

其中x∈M,并且y∈Y0(x),定义B+(y)={k∈B0(y)|βk>0}。
由文献[14]中的命题2.2,容易得到如下的结论。
引理1[14] 设x∈M,Y0(x)≠∅,令yj∈Y0(x)是确定的。定义Bj

0=B0(yj),Bj
+=B+(yj),对每一个指标集

Bj,Bj
+⊆Bj⊆Bj

0,j=1,…,m。如果强二阶充分条件(SSOSC)在yj 成立,则在x的适当的邻域U 上存在相应的

连续可微的隐函数yj,Bj和唯一的决定因子yj:x∈U yj(x)∈Rr,并且yj(x)是Lipschitz连续的,对任意的x∈U,

有yj(x)=yj,Bj(x)。
本文考虑增广拉格朗日函数在ReductionApproach的条件下的鞍点的存在性,所以需给出关于Reduction

Approach的结论[4]。
假设ReductionApproach在x∈M 处成立,则有:1)Y0(x)是有限集合,且Y0(x)={y1,…,ym};2)存在x的

一个开邻域U 和唯一的Lipschitz连续函数yj:x∈U→yj(x)∈Rr,j=1,…,m,使得yj(x)=yj,G(·,yj(·))∈
C1.1(U,R),并且Y0(x)⊆{yj(x)|j=1,…,m};3)M∩U={x∈U|G(x,yj(x))≤0,j=1,…,m}。

ReductionApproach是一个广义的性质,它暗示着如果ReductionApproach在x∈M 处成立,则(SIP)的可

行集M 在x周围能够被有限多个C1.1函数来描述。
对于(1)式的(SIP)问题,采用Huang和Yang[18]引入的如下的增广拉格朗日函数的概念。
若 ReductionApproach在x成立,对x∈U,其相应的拉格朗日函数为:

L(x,λ)=f(x)-∑
m

j=1
λjG(x,yj(x)),λj≥0,j=1,…,m,

则其相应的增广拉格朗日函数为:

Lr(x,λ)=f(x)+ inf
uj+G(x,yj(x))≤0

-∑
m

j=1
λjuj+rσ(u{ }),j∈ {1,…,m},

其中λj≥0,向量u=(u1,…,um)T∈Rm。这里σ(u)满足如下的定义1。
定义1[19] 函数σ:Y→R+在零点有一个谷值,如果:
(A1)函数σ是连续的,并且σ(0)=0;
(A2)inf{σ(y)|‖y‖≥δ,y∈Y}>0,对所有的δ>0。
以下约束条件在文中起到了至关重要的作用。
扩展的 MF约束条件(EMFCQ) 在x∈M 处成立,如果存在一个向量ξ∈Rn,使得DxG(x,y)ξ>0,对任意

的y∈Y0(x)。如果x是(SIP)的局部最小值解,并且EMFCQ在x处成立,则存在有限多个yj∈Y0(x),j=1,…,m,
相应的乘子λj≥0,j=1,…,m,使得

Df(x)+∑
m

j=1
λjDxG(x,yj)=0。 (3)
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定义2(局部鞍点) 称(x,λ)为某个r>0的局部鞍点,如果存在x的某个开邻域U,使得对所有的λ≥0,x∈
U,都有下式成立:

Lr(x,λ)≤Lr(x,λ)≤Lr(x,λ)。 (4)
本文的所有结果,除了在ReductionApproach的条件下,另外还有两个条件,强二阶充分条件(SSOSC)和扩

展的强二阶充分条件(ESSOSC)。
强二阶充分条件(SSOSC) 令x∈Rn 和y是满足(2)式且有唯一决定因子的LL(x)的局部最小值。
强二阶充分条件在y成立,如果矩阵VTHV是正定的,其中

H=D2
yyG(x,y)+∑

l∈A
αlD2ul(y)+ ∑

k∈B0(y)
βkD2vk(y),

V 是子空间的基础矩阵,其子空间为{y∈Rr|Dul(y)y=0,Dvk(y)y=0,l∈A,k∈B+(y)}。
扩展的强二阶充分条件(ESSOSC) 扩展的强二阶充分条件在x处成立:对任意的λ∈Λ,Λ 是非空的紧致

集,且Λ={λ∈Rm|λ是(3)式的解}。矩阵D2f(x)+∑
m

j=1
λjD2G(x,yBj0)在子空间Tw(x)上是正定的,其中子空间

Tw(x)是非空闭子集W 在x点的切锥,即为所有方向h的集合:Tw(x)={h∈Rn|h=lim
k→∞

tk(xk-x),tk→∞,xk∈W},

对任意的k,有xk→x。
类似于文献[14]中推论3.1的证明,易得如下的结果。
引理2[14] 条件ESSOSC在x成立,当且仅当下面的ESSOSC*在x成立:对每一个λ∈Λ 和每一个指标集元

组(B1,…,Bm),Bj
+⊆Bj⊆Bj

0,j=1,…,m,矩阵D2f(x)+∑
m

j=1
λjD2G(x,yBj)在子空间Tw(x)上是正定的。

3定理及主要结果

下面运用增广拉格朗日方法证明了增广拉格朗日函数在ReductionApproach的条件下局部鞍点存在的充

分条件,同时也证明了局部最优解的充分条件。
定理1 设x∈M,在点x处满足ReductionApproach条件,如果(x,λ)是Lr(x,λ)的某个r>0的局部鞍点,

则x是问题(SIP)的局部最优解。
证明 因为(x,λ)是Lr(x,λ)的某个r>0的局部鞍点,即(4)式成立,也就是说

f(x)+ inf
uj+G(x,yj(x))≤0

-∑
m

j=1
λjuj+rσ(u{ })≤f(x)+ inf

uj+G(x,yj(x))≤0
-∑

m

j=1
λjuj+rσ(u{ })≤ (5)

f(x)+ inf
uj+G(x,yj(x))≤0

-∑
m

j=1
λjuj+rσ(u{ }), (6)

对任意的x∈U 和λ≥0,由(5)式有,

inf
uj+G(x,yj(x))≤0

-∑
m

j=1
λjuj+rσ(u{ })≥ inf

uj+G(x,yj(x))≤0
-∑

m

j=1
λjuj+rσ(u{ })|λj=0= inf

uj+G(x,yj(x))≤0

{rσ(u)}≥0。 (7)

然而,对任意的x∈M∩U,有

inf
uj+G(x,yj(x))≤0

-∑
m

j=1
λjuj+rσ(u{ })≤ -∑

m

j=1
λjuj+rσ(u{ })|u=0 ≤0。 (8)

由(7),(8)式可知 inf
uj+G(x,yj(x))≤0

-∑
m

j=1
λjuj+rσ(u{ })=0,并且对任意的x∈M ∩U,有f(x)=Lr(x,λ)≤

f(x)+ inf
uj+G(x,yj(x))≤0

-∑
m

j=1
λjuj+rσ(u{ })≤f(x),即x是问题(SIP)的一个局部最优解。 证毕

定理2 x是问题(SIP)的局部最优解,引理1的条件成立。假设ReductionApproach,EMFCQ和ESSOSC
在x处成立,则存在r0>0和x的邻域U,使得对任意的r≥r0,λ≥0,x∈U,都有Lr(x,λ)≤Lr(x,λ)≤Lr(x,λ)成立。

证明 首先证明第一个不等式,由x可行,对任意的λ≥0,有

inf
uj+G(x,yj(x))≤0

-∑
m

j=1
λjuj+rσ(u{ })≤ -∑

m

j=1
λjuj+rσ(u{ })|u=0=0+rσ(0)。 (9)

根据σ(u)≥0,λj≥0,G(x,yj(x))=0,可以得到
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inf
uj+G(x,yj(x))≤0

-∑
m

j=1
λjuj+rσ(u{ })=inf

uj≤0
-∑

m

j=1
λjuj+rσ(u{ })≥inf

uj≤0
-∑

m

j=1
λju{ }j ≥0。 (10)

结合(9)式和(10)式,可得

inf
uj+G(x,yj(x))≤0

-∑
m

j=1
λjuj+rσ(u{ })=0。 (11)

因此有Lr(x,λ)=f(x)+ inf
uj+G(x,yj(x))≤0

-∑
m

j=1
λjuj+rσ(u{ })≤f(x)=Lr(x,λ)。 即第1个不等式成立。

下面证明第2个不等式成立。

由于 inf
uj+G(x,yj(x))≤0

-∑
m

j=1
λjuj+rσ(u{ })=0并且 inf

uj+G(x,yj(x))≤0
-∑

m

j=1
λjuj+rσ(u{ }) 关于r>0是单调递增的,

所以只需证明:存在r0>0,x∈U,使得

Lr0
(x,λ)≤Lr0

(x,λ)。 (12)

用反证法。假设(12)式不成立,即对任意的k∈N,存在xk∈U x,1æ

è
ç

ö

ø
÷

k
,使得Lk(x,λ)>Lk(xk,λ)。不妨设,

当k→∞时,有xk→x。

f(x)=Lk(x,λ)>Lk(xk,λ)=f(xk)+ inf
uj+G(xk,yj(xk))≤0

-∑
m

j=1
λjuj+kσ(u{ }),

即f(x)>f(xk)+ inf
uj+G(xk,yj(xk))≤0

-∑
m

j=1
λjuj+kσ(u{ })。

令ξ=u+G(xk,yj(xk))≤0,则u=ξ-G(xk,yj(xk))≤0,所以上式可写为:

f(x)>f(xk)+inf
ξ≤0

-∑
m

j=1
λj(ξ-G(xk,yj(xk)))+kσ(ξ-G(xk,yj(xk{ })))=

f(xk)+∑
m

j=1
λjG(xk,yj(xk))+inf

ξ≤0
{-ξTλj+kσ(ξ-G(xk,yj(xk)))}≥f(xk)+∑

m

j=1
λjG(xk,yj(xk))。

即

f(x)>f(xk)+∑
m

j=1
λjG(xk,yj(xk))。 (13)

将f(xk)+∑
m

j=1
λjG(xk,yj(xk))在x处泰勒展开:

f(xk)+∑
m

j=1
λjG(xk,yj(xk))=f(x)+∑

m

j=1
G(x,yj(x)T)λj+[Dxf(x)+∑

m

j=1
DG(x,yj(x))λj](xk-x)+

1
2
(xk-x)T Dxxf(x)+∑

m

j=1
D2G(x,yj(x))λ[ ]j (xk-x)+o(‖xk-x‖2)。

因为ReductionApproach和EMFCQ在x处成立,所以结论2)和(3)式成立,即

G(x,yj(x))Tλj=0,Dxf(x)+∑
m

j=1
DG(x,yj(x))λj=0,

所以

f(xk)+G(xk)Tλj=f(x)+12
(xk-x)T Dxxf(x)+∑

m

j=1
D2G(x,yj(x))λ[ ]j (xk-x)+o(‖xk-x‖2)。

由(13)式可知 1
2
(xk-x)T Dxxf(x)+∑

m

j=1
D2G(x,yj(x))λ[ ]j (xk-x)+o(‖xk-x‖2)≤0,即

(xk-x)T Dxxf(x)+∑
m

j=1
D2G(x,yj(x))λ[ ]j (xk-x)+o(‖xk-x‖2)≤0。

因为ReductionApproach在x成立,所以存在x的一个开邻域U 和Lipschitz连续函数yj(x),对任意的x∈U,

存在指标集Bj,Bj
+⊆Bj⊆Bj

0,使得yj(x)=yBj(x)。

令dk= xk-x
‖xk-x‖

,则上式两边同时除以‖xk-x‖得:dT
k[Dxxf(x)+∑

m

j=1
D2G(x,yj(x))λj]dk ≤0。
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取tk= xk-x
‖xk-x‖

,则在TW(x)上,Dxxf(x)+∑
m

j=1
D2G(x,yj(x))λj≤0。由引理1和引理2可知,Dxxf(x)+

∑
m

j=1
D2G(x,yj(x))λj≤0在TW(x)上是正定的,所以产生矛盾,即假设错误,则第2个不等式成立,故结论得证。

证毕
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SaddlePointsofAugmentedLagrangianforSemi-infiniteProgramming

GUGuoli,LIUQian,LIMin
(SchoolofMathematicalSciences,ShandongNormalUniversity,Jinan250014,China)

Abstract:Aclassofsemi-infiniteprogrammingproblemhasbecomeapowerfultoolforthemathematicalmodelingofmanyreal-life
problemsinrecentyears.Inthispaper,augmentedLagrangianwillbeappliedtothesemi-infiniteprogrammingproblemandtheir
characterizationsintermsofsaddlepointswillbeobtained.UndertheReductionApproachcondition,therelationbetweenthelocal
saddlepointandthelocaloptimalsolutionwillbediscussed.Firstly,thelocaloptimalsolutionoftheproblemisobtainedbytheex-
istenceofsaddlepoints.Secondly,underEMFCQSSOSCandESSOSCconditions,thelocaloptimalsolutionisthesufficientcondi-
tionfortheexistenceofthelocalsaddlepoint.
Keywords:semi-infiniteprogramming;augmentedLagrangian;localsaddlepoint
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