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具有奇异性及临界指数的双调和椭圆方程组解的存在性
*
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摘要:主要研究Dirichlet边界条件下一类临界双调和椭圆方程组
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存在性。通过精确的能量估计,并运用山路引理得到了这类方程组非平凡解的存在性。
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1预备知识

本文研究下列的奇异双调和椭圆方程组:
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(1)

其中Ω⊂RN(N≥5)是包含0的有界光滑区域,0≤μ1,μ2<μ=[N(N-4)/4]2,α,β>1,α+β=2*,2*=2N/(N-4)

是Sobolev临界指数,0<λ1,λ2<λ,λ是算子L[u]=Δ2u-μ
u
x 4的第一特征值,γ是췍Ω 的单位外法向量。在

积空间 H2
0(Ω)×H2

0(Ω)=:H×H 中来研究问题(1),其能量泛函为:
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那么J∈C1(H×H,R),其对偶积为:
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其中u,v,φ,ψ∈H,J′(u,v)是J在点(u,v)处的Fréche导数。点(u0,v0)∈H×H 称为问题(1)的解,如果对任

意的(φ,ψ)∈H×H,有(u0,v0)≠(0,0),<J′(u0,v0),(φ,ψ)>=0成立。
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求问题(1)的解(u0,v0)等价于求J的非零临界点,由椭圆正则性理论知(u0,v0)∈C1(Ω)×C1(Ω)。
若u=v,λ1=λ2,则方程组(1)变成单个方程:
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(4)

在文献[1]中,作者证明了这类方程解的存在性。若μ1=μ2=0,则方程组(1)变成

Δ2u= 2αα+β
u α-2u v β+λ1u,x∈Ω,

Δ2v= 2αα+β
u α v β-2v+λ2v,x∈Ω,

u=췍u췍γ=0
,v=췍v췍γ=0

,x∈췍Ω

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï 。

(5)

文献[2]证明了这类方程组非平凡解的存在性。其他相关的结果参见文献[3-9]。基于上述文献的研究结

果,本文将(4)式和(5)式的结果推广到含有临界指数和奇异系数的双调和椭圆方程组,从而使研究的问题更具

有广泛性,但问题也更复杂。

为讨 论 方 便,引 入 下 列 记 号:对 任 意 的 u∈H2
0(Ω),当 0≤μ<μ时,定 义 u 的 范 数 为 ‖u‖:=
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。 由Sobolev不等式(引理1),可证此范数与 H2
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等价。乘积空间E:=H2
0(Ω)×H2

0(Ω)上的范数为‖(u,v)‖E=(‖u‖2H20(Ω)+‖u‖
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则由文献[2]知
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这里的K 为嵌入D2,2(RN)→L2
*(RN)的最佳常数,K= inf
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。 同时,K 能被
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本文的主要结果可以总结为下面的定理1。

定理1 若N≥5,则问题(1)至少存在一组能量水平于 0,4N
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的非平凡解。

2引理及定理的证明

首先给出下列几个引理,它们在定理的证明中将起到重要作用。

引理1(Sobolev不等式[3]) 设2≤q≤2*(s)=2
(N-s)
N-4

,0≤s≤4,则:1)存在C>0,使得对∀u∈H2
0(Ω),有
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引理2 对∀u(x)∈W2,2(RN),N≥5,有以下不等式成立
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由引理1和引理2知,对任意的μ<μ,算子L[u]=Δ2u-μ
u
x 4都是一正算子。

定义1 称J(u)满足(PS)c 条件是指:若un∈H2
0(Ω),且J(u)→C在H2

0(Ω)中,则J′(un)→0,{un}必有收敛

子列。
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另一方面,J(u,v)=J(u,v)-12
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证明 (定理1)对任意的(u,v)∈E,有:
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这里的Aε≈Bε 表示C1Bε≤Aε≤C2Bε。从而存在充分小的常数ρ>0,使得a:= inf
‖(u,v)‖E=ρ

J(u,v)>0=J(0,0)。

另外,对∀(u,v)∈E\{(0,0)},J(tu,tv)→-∞(t→∞)。因此,∃t0>0,使得‖(t0u,t0v)‖E>ρ,

J(t0u,t0v)<0。

利用山路引理[2,10]可知,存在序列{(un,vn)}⊂E,使得当n→∞时,J(un,vn)→c,J′(un,vn)→0,其中,
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知(un,vn)有一个强收敛的子列,不妨记为(um,vm),(um,vm)→(u~,v~)在E 中。因此(u~,v~)是J(u,v)的临界点并

满足方程组(1),从而c是能量泛函J(u,v)的临界值,且(u~,v~)是J(u,v)在E 中相应的临界点,即(u~,v~)是方程

组(1)的一组非平凡解,定理1得证。 证毕
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Abstract:Theexistenceofsolutionsisconsideredforaclassofbiharmonicequations
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withDirichletboundaryconditionandcriticalexponents.ByusingMountainPasstheorem,theexistenceofnon-trivialsolutionsis

provedwithdelicateenergyestimates.
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