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时空加权回归模型局部线性估计的渐近性质
*
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摘要:在模型分析中,对未知参数的估计及其相关性质的研究甚为重要。首先通过假定时空加权回归模型的回归系数是

时空位置的函数,给出了时空加权回归模型的一种局部线性估计方法。其次,在假设I~V及引理1下,研究了由此估计

方法得到的第p个系数函数估计量所具有的渐近条件性质。最后,证明了第p个系数函数估计量的渐近条件偏差和渐近

条件方差。结果表明该估计具有良好的表现。
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伴随着近年计算机运算能力的进步和各领域空间数据生产能力的提升,空间数据统计分析方法正成为统计

学新兴分支学科———空间统计学研究的前沿热点。空间计量经济学作为空间数据分析方法与某些学科的交叉

学科,变量的观测值(数据)一般都有特定的地理位置,随着地理位置的变化,变量间的关系或者结构会发生变

化,将这种变化称之为空间非平稳性。而一般的线性回归模型要求回归系数在所研究的空间区域内具有一致

性,没有考虑空间非平稳性,因此结果不能反映空间数据的真实特征。为了更好地拟合空间数据,Huang等

人[1]提出了时空加权回归模型,形式如下:

Yi=∑
p

l=1
βl(ui,vi,ti)Xil +εi,i=1,2,…,n,

其中,(Yi;Xi1,Xi2,…,Xip),i=1,2,…,n是因变量和自变量X1,X2,…,Xp 的n 组观测值,εi,i=1,2,…,n为

独立同分布的正态随机误差项,均值为0,方差为δ2,(ui,vi,ti)是对应于第i组观测(Yi;Xi1,Xi2,…,Xip)的时空

位置,给定第i组观测的时空位置,就得到了(ui,vi,ti)的值,记时空位置为Υi,所以GTWR模型本质上是变系数

模型在空间数据下的一个直接推广。具体形式可写为:

Yi=∑
p

l=1
βl(Υi)Xil +εi, (1)

其中,βl(Υi)是时空位置Υi 的未知函数。该模型将数据的时空位置嵌入到回归关系中,既能描述因变量和自变

量的关系,又能反映数据的时空变化特征。与变系数模型相比,GTWR简单易行,能直观地刻画时空非平稳性。
目前,关于时空加权回归模型的研究主要包括3个方面。第一,应用时空加权回归模型解决实际问题,例

如,Yu等人[2]使用时空加权回归模型探讨了当地的犯罪事件机制的非平稳性。第二,时空加权回归模型的假设

检验问题,例如,玄海燕等人[3]给出了时空加权回归模型的非平稳性检验,肖燕婷等人[4-5]给出了时空地理加权

模型回归关系的非平稳性及Bootstrap检验。第三,时空加权回归模型的估计问题,例如,玄海燕等人[6]给出了

时空地理加权回归模型的拟合方法,玄海燕等人[7]给出了时空加权回归模型的局部线性估计和二步估计,Yan
和 Mei等人[8]用时空加权回归模型的二步估计方法研究了中国1986—2005年的人口变化。

以上文献都对时空加权回归模型进行了相关研究,但存在以下不足:没有给出时空加权回归模型各种估计

方法的渐近性质,而在模型分析中,对未知参数的估计量的渐近性质的研究也甚为重要。因此,本文在文献[9]
的启发下,通过假定时空加权回归模型的回归系数是自变量γ(时空位置)的函数,给出了时空加权回归模型的局
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部线性估计及其估计量的渐近条件偏差和渐近条件方差,并给出了估计量的渐近性的证明。

1时空加权回归模型的局部线性估计

给定所研究区域的任何一个时空位置,记为γ0,对每个l=1,2,…,p,由Taylor公式可知,βl(Υi)可被逼近为

βl(γi)=βl(γ0)+β′l(γ0)(γi-γ0)。根据加权最小二乘法,γ0 处的未知参数βl(γ0),β′l(γ0),l=1,2,…,p,可以

通过使

∑
n

i=1
Yi-∑

p

l=1

[βl(γ0)+β′l(γ0)(γi-γ0)]X[ ]il
2
Kh(d0i) (2)

达到最小来予以估计。其中K(·)是核函数,h是光滑参数,Kh(t)=1hK tæ
è
ç

ö

ø
÷

h
,d0i为Υi 到γ0 的距离,因此可记

为d0i=Υi-γ0,Kh(d01),Kh(d02),…,Kh(d0n)为γ0 处指定的一组权。通过在γ0 处指定一组权,来表示各处的

观测值的作用,若令

Y=(Y1,Y2,…,Yn)T,

W0=diag(Kh1
(Υ1-γ0),Kh1

(Υ2-γ0),…,Kh1
(Υn-γ0)),

X0=
X11 X11(Υ1-γ0) … X1p X1p(Υ1-γ0)
︙ ︙ ︙ ︙

Xn1 Xn1(Υn-γ0) … Xnp Xnp(Υn-γ0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷)
,

β(γ0)= (β1(γ0),β′1(γ0),…,βp(γ0),β′p(γ0))T。
则γ0 处的参数估计值可表示为:

β̂(γ0)= (XT
0W0X0)-1XT

0W0Y,
则

β̂l(γ0)=eT2l-1,2p(XT
0W0X0)-1XT

0W0Y, (3)
其中,el,m表示第l个元素为1,其余元素为0的m 维列向量。显然如果知道了γ0 处自变量的观测值为(x1,x2,
…,xp),则可以得到该处因变量y的拟合值为:

ŷ(γ0)=β̂1(γ0)x1+…+β̂p(γ0)xp。
光滑参数h1 的选择可用交叉确认法,即使得下式最小的h即为最优光滑参数

CV=∑
n

i=1

(yi-ŷ(-i)(h))2,

其中,ŷ(-i)(h)为光滑参数为h时删掉第i个观测值后对第i个点的预测值。

2时空加权回归模型的局部线性估计的渐近性质

首先,给出一些必要的假设条件和文中用到的记号。

1)记号。令自变量Υ和X1,X2,…,Xp 的观测值集合为D=(Υ1,…,Υn,X11,…,X1n,…,XP1,…,Xpn)T。进

一步令ril=ril(γ0)=E(XiXl|γ0),i,l=1,2,…,p;ψ=diag(σ2(Υ1),σ2(Υ2),…,σ2(Υn));αl(γ)=(r1l(γ),r2l(γ),
…,r(p-1)l(γ))T;αl=αl(γ0),对l=1,2,…,p;Ωi(γ)=E{(X1,…,Xi)T(X1,…,Xi)|Υ=γ};Ωi=Ωi(γ0),对i=1,

2,…,p;μi=∫tiK(t)dt,vi=∫tiK2(t)dt。

2)假设条件。

Ⅰ.存在s>2,使对l=1,2,…,p有EX2s
l < ∞;

Ⅱ.对l=1,2,…,p,β″l(·)在Υ0 的某领域内连续。进一步假定对l=1,2,…,p,β″l(Υ0)≠0;

Ⅲ.对i,l=1,2,…,p,r″il(·)在Υ0 的某领域内连续且r″il(γ0)≠0;

Ⅳ.Υ的边缘密度函数f(Υ)在Υ0 的某领域内有连续的二阶导数,且f(Υ0)≠0;

Ⅴ.核函数K(t)是一个具有紧支撑的对称概率密度函数。
接着,给出如下定理。
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定理1 在条件Ⅰ~Ⅴ都成立的条件下,当h1→0,nh1→∞时,β̂p(γ0)的渐近条件偏差为:

bias(β̂p(γ0)D)=h
2
1μ2
2β″p(γ0)(1+op(1))。

渐近条件方差为:

Var(β̂p(γ0)|D)=
σ2(γ0)v0
nh1f(γ0)e

T
p,pΩ-1

pep,p{1+op(1)}。

引理1 设(X1,Y1),(X2,Y2),…,(Xn,Yn)是独立同分布的向量,其中Yi 是随机标量,假定E|y|s<∞且

supx∫|y|sf(x,y)dy< ∞,其中f(x,y)表示(X,Y)的联合密度。设K(·)是一个具有有界支撑的对称概率

密度函数,满足李普利兹条件,则若对ε<1-s-1,有n2ε-1h→∞,则

sup
x∈D

n-1∑
n

i=1

{Kh(Xi-x)Yi-E[Kh(Xi-x)Yi]}=op

nh

log 1æ
è
ç

ö

ø
÷{ }h

-
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

1
2

,

其中,D 是随机变量X 的取值范围。

证明(定理1) 首先计算β̂p(γ0)的渐近偏,将Y 泰勒展开

Y=X0β(γ0)+12∑
p

l=1

β″l(ξ1l)(Υ1-γ0)2X1l

︙

β″l(ξnl)(Υn -γ0)2X

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

nl

+ε=X0β(γ0)+
1
2∑

p

l=1

β″l(γ0)(Υ1-γ0)2X1l

︙

β″l(γ0)(Υn -γ0)2X

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

nl

+

1
2∑

p

l=1

(β″l(ξ1l)-β″l(γ0))(Υ1-γ0)2X1l

︙
(β″l(ξnl)-β″l(γ0))(Υn -γ0)2X

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

nl

+ε,

其中,ε=(ε1,ε2,…,εn)T,ξkl在Υk 和γ0 之间,k=1,2,…,n,因此将上式带入公式(3),有:

β̂p(γ0)=βp(γ0)+12e
T
2p-1,2p(XT

0W0X0)-1XT
0W0∑

p

l=1

β″l(γ0)(Υ1-γ0)2X1l

…

β″l(γ0)(Υn -γ0)2X

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

nl

+

1
2e

T
2p-1,2p(XT

0W0X0)-1XT
0W0∑

p

l=1

(β″l(ξ1l)-β″l(γ0))(Υ1-γ0)2X1l

…
(β″l(ξnl)-β″l(γ0))(Υn -γ0)2X

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

nl

+eT2p-1,2p(XT
0W0X0)-1XT

0W0ε。

通过引理1,有XT
0W0X0=E(XT

0W0X0)(1+op(1)),其中,XT
0W0X0(2p×2p)=

∑
n

I=1
X2I1Kh1

(ΥI-γ0) ∑
n

I=1
X2I1(ΥI-γ0)Kh1

(ΥI-γ0) … ∑
n

I=1
XI1XIp(ΥI-γ0)Kh1

(ΥI-γ0)

∑
n

I=1
X2I1(ΥI-γ0)Kh1

(ΥI-γ0) ∑
n

I=1
X2I1(ΥI-γ0)2Kh1

(ΥI-γ0) … ∑
n

I=1
XI1XIp(ΥI-γ0)2Kh1

(ΥI-γ0)

︙ ︙ ︙

∑
n

I=1
XI1XIpKh1

(ΥI-γ0) ∑
n

I=1
XI1XIp(ΥI-γ0)Kh1

(ΥI-γ0) … ∑
n

I=1
X2Ip(ΥI-γ0)Kh1

(ΥI-γ0)

∑
n

I=1
XI1XIp(ΥI-γ0)Kh1

(ΥI-γ0) ∑
n

I=1
XI1XIp(ΥI-γ0)2Kh1

(ΥI-γ0) … ∑
n

I=1
X2Ip(ΥI-γ0)2Kh1

(ΥI-γ0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷)

。

通过观察上式,可知上式含有通项(ΥI-γ0)JKh1
(ΥI-γ0),J=0,1,2,…。

在文献[10]中,Sn,j=∑
n

i=1

(Xi-x0)jKh1
(Xi-x0),求期望和方差得,Sn,j=nhjf(x0)μj(1+op(1)),进一步

得Sn=(Sn,j+l)0≤j,l≤p=nf(x0)H1S1H1(1+op(1))。

用类似的方法找出XT
0W0X0(2p×2p)中项之间的规律。若令,XT

0W0X0中a11,a12,a21,a22项组成的子矩阵为:
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A11=
∑
n

I=1
X2

I1Kh1
(ΥI-γ0) ∑

n

I=1
X2

I1(ΥI-γ0)Kh1
(ΥI-γ0)

∑
n

I=1
X2

I1(ΥI-γ0)Kh1
(ΥI-γ0) ∑

n

I=1
X2

I1(ΥI-γ0)2Kh1
(ΥI-γ0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷)
,

则可将XT
0W0X0写成分块矩阵:

XT
0W0X0=

A11 A12 … A1p
A21 A22 … A2p
︙ ︙ ︙

Ap1 Ap2 … A

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

pp

,

那么,对A11求期望:

E ∑
n

I=1
X2

I1(ΥI-γ0)mKh1
(ΥI-γ0( ))=nE(X2

I1(ΥI-γ0)mKh1
(ΥI-γ0))=

nE(E(X2
I1(ΥI-γ0)mKh1

(ΥI-γ0))Υ=ΥI)=nE(r11(ΥI)(ΥI-γ0)mKh1
(ΥI-γ0))=

n∫f(ΥI)r11(ΥI)(ΥI-γ0)mKh1
(ΥI-γ0)dΥIn∫f(zih1+γ0)r11(zih1+γ0)(zih1)m 1h1

K(zi)d(zih1+γ0)=

nf(γ0)r11(γ0)(h1)m∫(zi)mK(zi)dzi,

其中,m=0,1,2,…,h1→0,且根据条件Ⅲ~Ⅳ,可得:

A11=nf(γ0)r11(γ0)
1 0
0 h
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

μ0 μ1

μ1 μ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2

1 0
0 h
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

。

依此类推,在XT
0W0X0中

A1p =nf(γ0)r1p(γ0)
1 0
0 h
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

μ0 μ1

μ1 μ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2

1 0
0 h
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

,

︙

Ap1=nf(γ0)rp1(γ0)
1 0
0 h
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

μ0 μ1

μ1 μ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2

1 0
0 h
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

,

︙

App =nf(γ0)rpp(γ0)
1 0
0 h
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

μ0 μ1

μ1 μ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2

1 0
0 h
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

。

最终可得:

XT
0W0X0=nf(γ0)HS*

0H(1+op(1)), (4)

其中,H=Ip⊗
1 0
0 h
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

,S*
0 =Ωp⊗

μ0 0
0 μ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2

,⊗表示矩阵的直积,根据条件V,可得μ1=0,μ0=1。

同理有:

XT
0W0∑

p

l=1

β″l(γ0)(ν1-γ0)2X1l

︙

β″l(γ0)(νn -γ0)2X

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

nl

=nf(γ0)h21Hβ0(1+op(1)), (5)

其中,βT
i =∑

p

d=1
β″d(Υi)μ2(αT

d(Υi),rpd(Υi))⊗ (1,0),令Υi=γ0 即得β0。

结合(4)式和(5)式,有:

biasβ̂p(γ0)( )D = 1
2e

T
2p-1,2p(XT

0W0X0)-1XT
0W0∑

p

l=1

β″l(γ0)(Υ1-γ0)2X1l

︙

β″l(γ0)(Υn-γ0)2X

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

nl

= 1
2h

2
1eT2p-1,2p(S*

0 )-1β0(1+op(1))=
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1
2h

2
1eT2p-1,2pΩ-1

p ⊗
μ0 0
0 μ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2

-1

×∑
p

d=1
β″d(γ0)μ2αT

d(γ0),rpd(γ0( )) T ⊗ (1,0)T(1+op(1))。 (6)

利用直积的性质,(6)式可写为:

bias(β̂p(γ0)D)=

1
2h

2
1eT2p-1,2pΩ-1

p ×∑
p

d=1
β″d(γ0)μ2(αT

d(γ0),rpd(γ0))é

ë
êê

ù

û
úú

T ⊗
μ0 0
0 μ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2

-1

×(1,0)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

T (1+op(1))=

1
2h

2
1eT2p-1,2p

β″1(γ0)

β″2(γ0)
︙

β″p(γ0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷)

μ2 ⊗
1
μ0
æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

0
(1+op(1))=

1
2μ0

h21μ2β″p(γ0)(1+op(1))=12h
2
1μ2β″p(γ0)(1+op(1))。

上式最后一步是因为由条件V可得,μ0=1。
接下来证明局部线性估计的渐近方差:

Var(β̂p(γ0)|D)=eT2p-1,2p(XT
0W0X0)-1XT

0W0ψW0X0(XT
0W0X0)-1e2p-1,2p。

由此,需求解:

XT
0W0ψW0X0= 1h1nf

(γ0)σ2(γ0)HΩp췍
v0 0
0 v

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2
H(1+op(1))。 (7)

结合(7)式和(4)式,得:

Var(β̂p(γ0)|D)=
σ2(γ0)

nh1f(γ0)e
T
2p-1,2p(S*

0 )-1Ωp⊗
v0 0
0 v

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2

(S*
0 )-1e2p-1,2p(1+op(1))=

σ2(γ0)
nh1f(γ0)e

T
2p-1,2p(Ωp)-1⊗

v0 0

0 v2
μ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷2

2

e2p-1,2p(1+op(1))=

σ2(γ0)v0
nh1f(γ0)e

T
p,p(Ωp)-1ep,p(1+op(1))。 证毕

3结语

首先给出了时空加权回归模型的局部线性估计,然后给出了第p 个系数函数估计量的渐近条件偏差和方

差,并证明了其估计量的渐近性质。结果显示该估计具有好的渐近性质,其条件均方误差的收敛速度达到

op((nh1)-1)。
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LocalLinearEstimationandItsAsymptoticPropertiesinGeographicallyand
TemporallyWeightedRegressionModel

XUANHaiyan1,ZHANGAnqi2,ZHANGYuchun1,YANGFan2

(1.SchoolofEconomicsandManagement,LanzhouUniversityofTechnology;

2.SchoolofSciences,LanzhouUniversityofTechnology,Lanzhou730050,China)

Abstract:Inmodelanalysis,estimationofunknownparametersanditspropertiesareveryimportant.Firstly,thisarticleassumes

thattheregressioncoefficientsofgeographicallyandtemporallyweightedregression(GTWR)modelarefunctionsoftimeandspace

location,thenlocallinearestimationofregressionparametersisproposed.Secondly,studytheasymptoticpropertiesofthep-thco-
efficientfunctionestimatorobtainedaccordingtothisestimateunderassumptionI-Vandlemma1.Finally,theasymptoticbiasand

varianceoftheestimatorsoftheproposedestimatorsareproved.Theresultsshowthattheestimatehasagoodperformance.

Keywords:GTWR;locallinearestimation;asymptoticproperties
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