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二阶Robin问题正解的存在性与多解性
*

龙 严

(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:考虑了二阶Robin边值问题
u″(t)+f(u′(t))=0
u(0)=u′(1){ =0

,t∈[0,1]正解的存在性及多解性,其中f:[0,∞)→[0,∞)为连

续函数。在合适的假设条件下,运用锥上的不动点理论,并通过相关引理讨论了该边值问题正解的存在性,证明了在条件

f0=f∞=∞或f0=f∞=0下,该边值问题至少有两个正解x1,x2,使得0< x1 <p< x2 ,其中p>0为一个常数。
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1预备知识

自1893年Picard运用迭代法讨论非线性二阶常微分方程两点边值问题解的存在性和惟一性之后,常微分

方程两点边值问题引起了许多学者的关注,并得到了一些重要结果。在这些结果中有一部分是研究环域上半线

性椭圆方程边值问题的,例如方程:

Δu+g(x )f(u)=0,R1< x <R2
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,x∈RN,N≥2,

可通过变换s=-∫
R2

r

1
tN-1dt和t=m-s

m
将其转化为二阶Robin问题:

z″(t)+h(t)f(z(t))=0
z(0)=z′(1){ =0

,t∈(0,1)。

由此可以看出Robin问题对解决常微分方程边值问题意义重大。
在研究常微分方程边值问题时常用到的方法有不动点指数理论[1-8]、上下解方法[11-12]等。特别地,1994年

Erbe、王海燕[1]在条件f∈C([0,∞),[0,∞)),a∈C([0,∞),[0,∞)),以及对于(0,1)的任一子区间内a(t)不恒

为0,α,β,γ,δ≥0且ρ:=γβ+αγ+αδ>0下构造锥:K={u∈C[0,1]:u(t)≥0,min
1
4≤t≤

3
4

u(t)≥M‖u‖},然后运用锥

上的不动点理论获得了二阶边值问题:

u″(t)+a(t)f(u)=0
αu(0)-βu′(0)=0
γu(1)+δu′(1)
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,t∈(0,1)

在非线性项满足超线性与次线性条件下正解的存在性。2009年,邹玉梅、崔玉军[2]在满足条件当f∈[0,1]×
[0,∞)×R→[0,∞)连续时构造锥:P={x(t)∈C[0,1]x(t)≥0,t∈[0,1],x在[0,1]上是凸的,x(0)=x(1)=
0},然后运用锥上的不动点理论获得了二阶边值问题:

x″(t)+f(t,x,x′)=0
x(0)=x(1){ =0

,t∈(0,1),
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正解的存在性。
注意到文献[1-2]都是在空间C[0,1]中先构造锥,然后运用锥上的不动点定理研究了相应问题正解的存在

性。一个有趣的问题是:当非线性项上含有导数时能否在空间C1[0,1]中构造一个锥,进而使用不动点指数理

论来研究问题正解的存在性与多解性。本文将尝试考虑问题:

u″(t)+f(u′(t))=0
u(0)=u′(1){ =0

,t∈[0,1] (1)

正解的存在性与多解性。

为方便起见,记f0∶=lim
s→0

f(s)
s
,f∞∶=lim

s→∞

f(s)
s
。

本文假定:
(H1)f:[0,∞)→[0,∞)连续;
(H2)存在p>0,η∈(0,1),使得当0≤s≤p时有f(s)≤ηp;
(H3)存在p>0,使得f(s)≥2p。
本文主要结果如下:
定理1 假定(H1)成立,若f满足下列条件之一:1)超线性。f0=0且f∞=∞;2)次线性。f0=∞且f∞=0。

则边值问题(1)至少存在一个正解。
定理2 假定(H1)、(H2)成立,且f0=f∞=∞,那么问题 (1)至少存在两个正解x1,x2,使得0< x1 <

p< x2 。
定理3 假定(H1)、(H3)成立,且f0=f∞=0,那么问题 (1)至少存在两个正解x1,x2,使得0< x1 <

p< x2 。
令X={u∈C1[0,1]u(0)=u′(1)=0},则其按范数‖u‖=max

0≤t≤1
u′(t)构成Banach空间,定义锥:K={u∈

C1[0,1],u′≥0,u在[0,1]上是向上凸的,u(0)=u′(1)=0}。
容易验证锥K 中的元素u 满足:

min
1
2≤t≤1

u′(t)≥12‖u‖
。 (2)

引理1 u是问题 (1)的解当且仅当u是算子方程

u(t)=∫
1

0
G(t,s)f(u′(s))ds∶=Au(t),t∈ [0,1], (3)

的解。其中G(t,s)为边值问题
u″=0
u(0)=u′(1){ =0

的Green函数,具体地G(t,s)=
s,0≤s≤t≤1
t,0≤t≤s≤{ 1

。

引理2 算子A 全连续,且AK⊆K。

证明 u′(t)=∫
1

t
f(u′(s))ds≥0,u″(t)=-f(u′(t))≤0,故AK⊆K。由f的连续性及Arzela-Ascoli定理

可知A:K→K 是全连续算子。 证毕

引理3[10] 设X 为Banach空间,K⊆X 是X 中的一个锥。定义 Kp={x∈K x ≤p},p>0。假设

A:Kp→K 是紧算子,且对x∈췍Kp={x∈K x =p},有Ax≠x。
1)若对x∈췍Kp,有 x ≤ Ax 成立,则i(A,Kp,K)=0。
2)若对x∈췍Kp,有 x ≥ Ax 成立,则i(A,Kp,K)=1。

2主要结果的证明

证明(定理1) 1)超线性情形。
因为f0=0,取 H1>0,使得对0≤u′≤H1 有f(u′)≤ηu′,其中η>0满足η(1-t)≤1,t∈[0,1]。因此u∈

K,‖u‖=H1,则u′(t)=∫
1

t
f(u′(s))ds≤η∫

1

t
u′(s)ds≤η‖u‖(1-t)≤‖u‖。记Ω1∶={u∈X:‖u‖<H1},

则‖Au‖≤‖u‖,u∈K∩췍Ω1。

又因为f∞=∞,存在Ĥ2>0,使得对u′>Ĥ2 有f(u′)≥4u′。记 H2=max{2H1,2Ĥ2},Ω2:={u∈X:
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‖u‖<H2},则u′æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =∫

1

1
2
f(u′(s))ds≥4∫

1

1
2
u′(s)ds≥2‖u‖∫

1

1
2
ds= ‖u‖。 故‖Au‖≥‖u‖,u∈K∩췍Ω2。

所以,由引理3可知:算子A 在K∩(Ω2\Ω1)上有一个不动点,并有 H1≤‖u‖≤H2。进而由G(t,s)>0
得,u(t)>0,t∈(0,1)。

2)次线性情形。

因为f0=∞,取 H1>0,使得对0≤u′≤H1 有f(u′)≤η̂u′,其中η̂≥4则对u∈K,‖u‖=H1,有u′æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =

∫
1

1
2
f(u′(s))ds≥η̂∫

1

1
2
u′(s)ds≥η̂

1
4‖u‖≥‖u‖

。记Ω1∶={u∈X:‖u‖<H1},则 ‖Au‖≥‖u‖,u∈K∩췍Ω1。

又因为f∞=0,存在Ĥ2>0,使得对u′>Ĥ2 有f(u′)≤λu′,其中λ>0满足(1-t)λ≤1。考虑以下两种情

形:
若f有界,即存在 M,使得∀u′∈(0,∞)有f(u′)≤M,取 H2:=max{2H1,(1-t)M}使得对u∈K,

‖u‖=H2 有u′(t)=∫
1

t
f(u′(s))ds≤M(1-t)=‖u‖,所以‖Au‖≤‖u‖。

若f无界,取 H2>max{2H1,Ĥ2}使得f(u′)≤f(H2),0<u′≤H2,则对u∈K,‖u‖=H2 有

u′(t)=∫
1

t
f(u′(s))ds≤∫

1

t
f(H2)ds≤λH2∫

1

t
ds≤H2=‖u‖。

所以无论何种情况,只要令Ω2∶={u∈X:‖u‖<H2}就有‖Au‖≤‖u‖,u∈K∩췍Ω2。由引理3可知,
边值问题 (1)有一个正解。 证毕

证明(定理2) 不妨令

M >4, (4)
由f0=f∞=∞与定理1中的结论2),若存在r>0,r<p且0<u′≤r满足f(u′)≥Mu′。事实上 ‖Au‖≥

u′æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =∫

1

1
2
f(u′(s))ds≥M∫

1

1
2
u′(s)ds≥ 14M‖u‖ ≥ ‖u‖。 因此,由引理3得

i(A,Kr,K)=0。 (5)
对同样满足 (4)的M,由f0=f∞=∞可知,存在R1>0,使得f(u′)≥Mu′,∀u′≥R1。令R>max{p,2H1},

因此对u′∈췍KR,有 ‖Au‖≥u′æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =∫

1

1
2
f(u′(s))ds≥M∫

1

1
2
u′(s)ds≥14M‖u‖≥‖u‖,因此,由引理3得

i(A,KR,K)=0。 (6)
另一方面,由(H2)可知,对u′∈췍Kp 有

‖Au‖=∫
1

0
G(t,s)f(u′(s))ds ≤ max

0≤t≤1∫
1

t
f(u′(s))ds≤ηmax

0≤t≤1∫
1

t
‖u‖ds≤η‖u‖ < ‖u‖。

因此,由引理3得

i(A,Kp,K)=1。 (7)
从而由(5)~(7)式可得

i(A,KR\Kp,K)=-1,i(A,Kp\Kr,K)=1,
因此,A 在KR\Kp 上有一个不动点x1,在Kp\Kr 上有一个不动点x2,这都是边值问题 (1)的解,并且

x1(t)>0,x2(t)>0,t∈(0,1)。

证明(定理3) 由f0=f∞=0,∀ε>0使得f(u′)≤M+εu′。∀u′≥0,t∈[0,1],那么(Au)′(t)≤∫
1

t
f(u′+

ε)ds。 因此,令ε足够小,R>p足够大,有‖Au‖<‖u‖,u∈췍KR。故由引理3得

i(A,KR,K)=0。 (8)
同样地,对0<r<p,有

i(A,Kr,K)=1。 (9)

另一方面,由(H3),对u′∈췍Kp,有 ‖Au‖ ≥u′æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 =∫

1

1
2
f(u′(s))ds≥∫

1

1
2
2pds=p=‖u‖。 因此,由引

理3得
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i(A,Kp,K)=0。 (10)
从而由(8)~(10)式得A 有两个不动点,则边值问题 (1)有两个正解。 证毕
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EffectsofExistenceandMultiplicityofPositiveSolutionsofaSecondOrderRobinProblem

LONGYan
(CollegeofMathematicsandStatistics,NorthwestNormalUniversity,Lanzhou730070,China)

Abstract:TheexistenceandmultiplicityofpositivesolutionsofasecondorderRobinproblemwerestudied
u″(t)+f(u′(t))=0
u(0)=u′(1){ =0

,

t∈[0,1],wheref:[0,∞)→[0,∞)iscontinuous.Theproofofthemainresultsisbasedonthefixedpointindextheoryandsome
relevantlemmas.Ontheconditionoff0=f∞=∞orf0=f∞=0,theboundaryvalueproblemhasatleasttwopositivesolutions
x1,x2suchthat0< x1 <p< x2 ,wherep>0isaconstant.
Keywords:Robinproblem;positivesolutions;existence;multiplicity;fixedpointindex
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