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群体感应信号分子免疫调控数学模型的渐近分析
*
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摘要:细菌能够分泌一种或多种化学物质来控制其毒性因子的表达,这种生理行为称为群体感应(Quorumsensing,QS),

而其分泌的化学物质称为群体感应信号分子。群体感应信号分子能够感知和判断菌群密度及周围环境变化,使得细菌在

感染机体时不易被免疫系统识别,同时群体感应信号分子对免疫系统还具有免疫调控功能。据此建立了一类数学模型描

述群体感应信号分子的免疫调控机理,分析了模型平衡点的存在性及其渐近稳定性,并运用 Matcont研究了模型可能的

分岔现象。
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通常情况下机体通过细胞或体液免疫机制抵抗病原微生物的入侵,以维持自身生理平衡及消除突变细胞,
起到自我保护作用。如果机体免疫反应异常,易引起组织损伤及细菌入侵,从而导致疾病。革兰氏阴性菌铜绿

假脓单胞菌是一种重要的院内机会性致病菌,当人体免疫力低下时,如发生器官移植、组织烧伤等,或患有其他

疾病导致免疫系统受损时,它常会引起各种严重的并发症,甚至导致死亡。铜绿假脓单胞菌的致病性由其毒性

因子的数量来决定,而群体感应对其毒性因子的表达则具有决定性的作用[1]。
群体感应是细菌等微生物间存在的一种信息交流机制。许多细菌能够合成并释放一种或多种被称为自诱

导物(Autoinducer,AI)的信号分子,胞外信号分子随着细菌浓度的增加而增加,并在达到某一临界浓度时与特

定的受体蛋白相结合,诱导或抑制菌体中相应目的基因的表达,从而影响细菌的一系列生理、生化特征,进而利

于整个种群的生理代谢活动[2]。铜绿假脓单胞菌的 QS系统由lasI和rhlI合成的信号分子 N-(3-oxodode-
canoyl)-L-homoserinelactone(3-oxo-C12-HSL)和N-butyrylhomoserinelactone(C4-HSL)以及各自的受体蛋

白LasR,RhlR组成。其中由3-oxo-C12-HSL和LasR构成的las群体感应系统控制着诸如LasA蛋白酶,外毒

素A等毒性因子的产生,而由C4-HSL和 RhlR构成的rhl系统则控制着鼠李糖脂、碱性蛋白酶等物质的产

生[3]。研究表明当铜绿假脓单胞菌感染机体时,信号分子3-oxo-C12-HSL除参与las群体感应系统外,还对机体

的免疫功能具有调控作用[4-5]。
近年来,国内外一些专家和学者建立了大量的数学模型研究群体感应机理,如Dockery和 Keener在文献

[6]中建立了具有铜绿假脓单胞菌的群体感应机理的一类ODE和一类PDE数学模型,发现群体感应工作机理

由信号分子的浓度决定;Anguige等人在文献[7]中建立了一类针对病菌群体感应机理的数学模型,发现足够高

的群体感应阻碍物(QSB)的剂量可以将信号分子的浓度降到可忽略的水平,且治疗效果对模型中的参数非常敏

感。以上工作仅研究了细菌群体感应机理,没有考虑细菌和免疫系统的作用。Fergola在文献[8]中基于群体感

应机理建立了一类细菌和免疫系统相互竞争的数学模型,得到正解的存在性及唯一性,并证明了平衡点的稳定

性。Zhang等人在文献[9]中考虑病菌群体感应机理建立一类病菌和免疫系统相互竞争的数学模型,讨论了平衡

点的局部稳定性和全局渐近稳定性。
本文沿用文献[10]中的约定,记B(t),I(t)分别为t时刻宿主体内细菌及免疫细胞浓度,设细菌种群按Lo-
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k B 增长,细菌被免疫细胞的清除率为eB(t)I(t)、免疫细胞的增长率S,死亡率δ,且免疫细胞

的密度会随细菌数量的增加而线性增长,增长率为d,建立如下细菌与免疫系统间竞争模型:
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文献[10]运用微分方程的定性及稳定性理论研究模型(1)平衡点的存在性及稳定性,并讨论了 Hopf分支的

性质。然而,文献[10]仅考虑了免疫系统对病菌的清除功能,而忽略了群体感应信号分子对免疫系统的调控机

理。
为了研究铜绿假单胞菌群体感应信号分子(3-oxo-C12-HSL)对免疫系统的调控作用,本文假设t时刻铜绿

假脓单胞菌群体感应信号分子的浓度为A(t),增长率为α,死亡率为γ,对免疫细胞的调控力为ρAI,建立如下动

力学模型:
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(2)

1平衡点分析

假设模型(1)、(2)中的参数均为正,类似于文献[8]中定理1的证明,可证明系统(2)解的非负性。显然,模

型(2)始终存在一个无菌平衡点E0= 0,Sδ
,æ

è
ç

ö

ø
÷0 。为讨论方便,引入如下记号:R0=eSaδ

,R1=γedaαρ
+δγ
kαρ
。

当B≠0时,有如下结果:
1)当R0<1时,存在一个正平衡点E1,当R0=1,R1<1时,存在唯一的正平衡点E2。
2)当R0>1,R1<1时,如果Δ>0,模型(2)存在两个正平衡点E1 和E4;如果Δ=0,则仅存在唯一的正平衡

点E3。
3)如果模型(2)满足下列条件之一,系统不存在正平衡点:Ⅰ)R0≥1,R1≥1;Ⅱ)R0>1,R1<1, Δ<0。

其中Ei= Bi,
γ(S+dBi)
αρB*

i +δγ
,αBiæ
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γ
,i=1,2,3,4;B1,4=

k(1-R1)± Δ
2

,B2=k(1-R1),B3= 12k
(1-R1),Δ=

[k(R1-1)]2+4kγδαρ
(1-R0)。

下面讨论平衡点的稳定性。模型(2)在无菌平衡点E0 处的Jacobi矩阵为:

J(E0)∶=
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定理1 当R0>1时,无菌平衡点E0局部渐近稳定;当R0<1时,无菌平衡点E0 不稳定。
显然,当R0>1,矩阵J(E0)的特征根均为负;当R0<1时,矩阵J(E0)存在一个正的特征根。从而得到定理1。
当R0=1时,矩阵J(E0)有一特征根为零,无菌平衡点E0 为非双曲平衡点。利用中心流形定理研究这一平

衡点的稳定性。
首先,通过变换:y1(t)=B(t),y2(t)=I(t)-I0,y3(t)=A(t)将平衡点平移到原点,则模型(2)转变为:

dy1(t)
dt =-a

ky2
1(t)-ey1(t)y2(t),

dy2(t)
dt =dy1(t)-δy2(t)-ρy2(t)y3(t)-ρ

S
δy3(t),

dy3(t)
dt =αy1(t)-γy3(t
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(3)
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其次,令
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则模型(2)可转化为标准型:

dx1(t)
dt

dx2(t)
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其中
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f3(x1(t),x2(t),x3(t))=-α
γf1(x1(t),x2(t),x3(t))。

由中心流形定理可知,系统(4)存在中心流形,且可局部的表示为:Wc(0)={(x1,x2,x3)∈R3|x2=h1(x1),

x3=h2(x1),‖x1‖<δ,hi(0)=0,Dhi(0)=0|i=1,2,δ>0},其中δ充分小,Dhi 是hi(x)关于x1 的微分。
设hi(xi),i=1,2有如下形式:

x2=h1(x1)=h11x21+h12x31+…,x3=h2(x1)=h21x21+h22x31+…。 (5)
由中心流形的不变性可得:

Dh·f1(x1,h1,h2)-Kh-f(x1,h1,h2)=0。 (6)
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将方程(5)代入到方程(6),同时令x1 的各次单项式系数为零可得:

h11=-αρ
(-Sαρ+dδγ)
γ2δ3

,h21=α
(-eSαρk+aδ2γ+kedδγ)

kγ3δ2
,

h12=- αρ
kγ4δ6

(kγSα2ρ2δ2-γ2δ3kαρd+2ρ2α2δeS2k-3αργδ2edkS-2αγδ3Sρa+ed2δ3kγ2+adδ4γ2+

2ρ2α2S2γke-4αeρSδkdγ2+2aδ3γ3d+2ed2δ2γ3k-2aαρSγ2δ2k),

h22= α
k2γ5δ4

(eγk2Sδα2ρ2-k2γ2δ2αdρe+3ρ2S2e2α2k2-5ρSe2αδk2dγ-5αρSeδ2kaγ+

2e2d2γ2δ2k2+4edγ2δ3ka+2δ4a2γ2)。
得到

dx1
dt=d1x

2
1+d2x31+…,, (7)

其中d1=aαρ
(1-R1)
δγ

,d2=eαρ
γ2δ3

(γdδ-Sαρ)+
a2α2ρ2
δ2γ3

(1-R1)。

因为当R0=1,R1=1时,有d1=0,d2=eαρ
γ2δ3

(γdδ-Sαρ)。从而有定理2。

定理2 当R0=1,R1=1时,无菌平衡点E0 不稳定;而当R0=1,R1=1时,如果δ<αρSγd
,无菌平衡点E0 稳

定;反之,则不稳定。
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证明 系统(2)在正平衡点Ei 的Jacobi矩阵为:

J(Ei):=
h(Bi) -eBi 0

d -(δ+ρAi) -ρIi
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,

其中h(Bi)=a-2aBi

k -eIi=-
aBi

k
。

则J(Ei)的特征方程为:λ3+a1λ2+a2λ+a3=0,其中

a1=kαρBi+aγBi+kγ2+kδγ
kγ

,a2=aαρ
(Bi)2+(kγαρ+aγ2+kedγ+aδγ)Bi+kγ2δ

kγ
,

a3= 1
kδγ+kαρBi

[aα2ρ2(Bi)3+2aδγαρ(Bi)2+(-kSeγαρ+aγ2δ2+kedδγ2)Bi]。

可得:

a1a2-a3= 1
k2γ2(δγ+αρBi)2

[(α3ρ3ak+α2ρ2a2γ)(Bi)4+(2α2ρ2akγ2+3α2ρ2akδγ+

α2ρ2k2deγ+α3ρ3k2γ+2αρa2γ2δ+αρa2γ3+αρaγ2dek)(Bi)3+(4aδγ3αρk+αρkγ4a+
αρk2γ3de+α2ρ2k2γ3+3αρkδ2γ2a+2αρk2δγ2de+3α2ρ2k2δγ2+δ2γ3a2+δγ4a2+δγ3adek)(Bi)2+
(2k2γ4δαρ+3k2γ3δ2αρ+2kγ4aδ2+δγ5ka+δ3γ3ka+δ2γ3k2de+k2γ3αeρS)Bi+k2γ5δ2+k2γ4δ3]。

显然有a1>0,a2>0,a1a2-a3>0。为方便起见,令a3= 1
kδγ2+kγαρBi

κBi,其中κ=aα2ρ2(Bi)2+2aδγαρ(Bi)+

kaαρδγ(R1-1)+kaαρδγ(1-R0)。
根据Routh-Hurwitz判据,当a3>0时,正平衡点Ei(i=1…4)局部渐近稳定;反之,当a3<0时,不稳定。

证毕

定理3 当R0=1,R1<1时,正平衡点E2 局部渐近稳定;当R0>1,R1<1,Δ=0时,E3 不稳定。
证明 当R0=1,R1<1时,存在唯一正平衡点E2,且B2=k(1-R1)。于是

κ=aα2ρ2(B2)2+2aδγαρ(B2)+kaαρδγ(R1-1)+kaαρδγ(1-R0)=
aα2ρ2(B2)2+2kaαρδγ(1-R1)+kaαρδγ(R1-1)=k2aα2ρ2(1-R1)2+kaαρδγ(1-R1)>0。

显然a3>0,也就是说,正平衡点E2 局部渐近稳定。

当R0>1,R1<1,Δ=0时,存在唯一正平衡点E3,且B3=12k
(1-R1)。

于是κ=aα2ρ2(B3)2+2aδγαρ(B3)+kaαρδγ(R1-1)+kaαρδ2γ(1-R0)=14ak
2α2ρ2(1-R1)2+kaαρδγ(1-

R0)=14k
2(1-R1)2aα2ρ2+kaαρδγ(1-R0)=14aα

2ρ2Δ=0。

显然a3=0,因此正平衡点E3 为非双曲平衡点。下面研究E3 的稳定性,因为a1>0,a2>0,不失一般性,假

设Jacobi矩阵J(E3)的特征根为0和具有负实部的特征根λ1,2=-a1± a21-4a2
2

。

为得到模型(2)的标准型,令
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其中,

Δ1=2aγλ1
(dλ1aαρk-d2λ1γek+dλ1δγa+2dγ2δa-2γSaαρ)

(aαρk-γedk+δγa)(λ1+γ)(2λ1aγ+δγa+aαρk-γedk)
,

Δ2=2aγλ2
(dλ2aαρk-d2λ2γek+dλ2δγa+2dγ2δa-2γSaαρ)

(aαρk-γedk+δγa)(λ2+γ)(2λ2aγ+δγa+aαρk-γedk)
, 
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t11= 2aγ(dδγ-Sαρ)
λ1λ2(γδa-dkeγ+αρka)

, t21=
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。

可得标准型为:
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t21g1+t22g2+t23g3
t31g1+t32g2+t33g

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

3

, (8)

其 中 g1 = - a
k -keaw1+λ1w2+λ2wæ

è
ç

ö

ø
÷3

2

-e -keaw1+λ1w2+λ2wæ

è
ç

ö

ø
÷3 · w1+

λ1(dλ1+dγ-αρI3)
(λ1+γ)(λ1+δ+ρA3)w2

æ

è
ç +

λ2(dλ2+dγ-αρI3)
(λ2+γ)(λ2+δ+ρA3)w

ö

ø
÷3 ,g2 = - ρ w1+

λ1(dλ1+dγ-αρI3)
(λ1+γ)(λ1+δ+ρA3)w2+

λ2(dλ2+dγ-αρI3)
(λ2+γ)(λ2+δ+ρA3)w

æ

è
ç

ö

ø
÷3 ·

-keα
aγw1+

αλ1
λ1+γw2+

αλ2
λ2+γw

æ

è
ç

ö

ø
÷3 ,g3=0。

根据中心流形定理,可得系统(8)存在一个中心流形Wc(0)且局部的表示为:Wc(0)= {(w1,w2,w3)∈R3|
w2=h1(w1),w3=h2(w1),‖w1‖ <δ,hi(0)=0,Dhi(0)=0,i=1,2,δ>0}。其中δ充分小,Dhi 是hi(x)
关于w1 的导数。

下面计算中心流形Wc(0)的近似方程。设hi(wi)具有如下形式:

w2=h1(w1)=h11w2
1+h12w3

1+…,w3=h2(w1)=h21w2
1+h22w3

1+…。 (9)

由中心流形Wc(0)对系统(8)的不变性得:

Dh·g1(w1,h1,h2)-Kh-g(w1,h1,h2)=0。 (10)

其中h=
h1
h
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

,g=
g2
g

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

,K=
-λ1 0
0 -λ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

2

。

将方程(9)代入到方程(10),且令w1 不同幂次的系数为零,则有:

h11= -k
2e2αρ(2λ2aγ+γδa+αρka-dkeγ)(2λ1aγ+γδa+αρka-dkeγ)(λ1+γ)

4a3γ3(λ1aγ-λ2aγ+λ1dke-λ2dke)λ21
,

h21=k2e2αρ(2λ2aγ+γδa+αρka-dkeγ)(λ2+γ)(2λ1aγ+γδa+αρka-dkeγ)
4a3γ3λ32(λ1aγ-λ2aγ+λ1dke-λ2dke)

,

h12= ραke
a2(λ1+γ)(λ2+γ)λ1λ22

·[(t31eaλ2t22γ+t31e2kΔ2t32λ2+t31eaλ22t32-2t32ραket12λ2+

t31eaλ22t22+t232ραkeΔ2γ-2t32ραket12γ-t232ραaλ2+t31e2kΔ2t32γ+t31eaλ2t32γ+
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t232ραkeΔ2λ2)λ21+ (t21e2kΔ1t22λ22-2t22ραket12λ22+t222ραkeΔ1λ22+
t21eaλ22t22γ+t21eaλ2t22γ2-t32ραaλ2t22γ+t21e2kΔ1t22λ2γ+t22ραkeΔ2t32γλ2+

t21e2kΔ2t32γλ2-t222ραaλ22+t21e2kΔ2t32γ2-2t22ραket12λ2γ+t21eaλ22t32γ+
t21eaλ2t32γ2-t222ραaλ2γ+t222ραkeΔ1λ2γ+t22ραkeΔ2t32γ2)λ1+

t21e2kΔ1t22λ22γ+t21e2kΔ1t22λ2γ2-2t22ραket12λ2γ2+t222ραkeΔ1λ22γ+t222ραkeΔ1λ2γ2-2t22ραket12λ22γ],

h22= ραke
a2(λ1+γ)(λ2+γ)λ1λ22

·[(t31eaλ2t22γ+t31e2kΔ2t32λ2+t31eaλ22t32-

2t32ραket12λ2+t31eaλ22t22+t232ραkeΔ2γ-2t32ραket12γ-t232ραaλ2+
t31e2kΔ2t32γ+t31eaλ2t32γ+t232ραkeΔ2λ2)λ21+ (t32ραkeΔ1t22λ2γ2+

t32ραkeΔ1t22λ2+t232ραkeΔ2γλ2+t31eaλ22t32γ-2t32ραket12γ2+
t31e2kΔ1t22λ2γ+t31eaλ2t32γ2-t232ραaλ2γ+t232ραkeΔ2γ2+t31e2kΔ2t32γ2-2t32ραket12γλ2-
t32ραaλ22t22+t31e2kΔ1t22λ22+t31eaλ2t22γ2+t31e2kΔ2t32γλ2-t32ραaλ2t22γ+t31eaλ22t22γ)λ1+

t32ραkeΔ1t22λ22γ+t32ραkeΔ1t22λ2γ2+t31e2kΔ1t22λ22γ+t31e2kΔ1t22λ2γ2]。
综合上述讨论有:

dw2

dt=c1w
2
2+c2w3

2+…, (11)

其中    c1=k
2α2ρ2γ2e(R1-1)
4λ2(ked+aγ)

,c2=-t12keα
2ρ2(t22λ1+t22γ+t32γ+t32λ2)

aγ(λ1+γ)(λ2+γ) +ke
2

at11 αρ
γ
(t22+t32){ +

keαρ
aγ t22 dλ1+dγ-αρI*

(λ1+γ)(λ1+δ+ρA*
é

ë
êê )+t32

dλ2+dγ-αρI*

(λ2+γ)(λ2+δ+ρA*
ù

û
úú }) +

k2e2α2ρ2
aγ t12 t22 dλ1+dγ-αρI*

(λ1+γ)(λ1+δ+ρA*
é

ë
êê )+t32

dλ2+dγ-αρI*

(λ2+γ)(λ2+δ+ρA*
ù

û
úú)。

由于R1<1,Δ=0,则c1=k
2α2ρ2γ2e(R1-1)
4λ2(ked+aγ) ≠0

。因此,非双曲正平衡点E3 不稳定。 证毕

定理4 当R0<1时,正平衡点E1 局部渐近稳定;当R0>1,R1<1,Δ>0时,正平衡点E1 局部渐近稳定,E4

不稳定。

证明 对于正平衡点E1,有B1=
k(1-R1)+ Δ

2
,则

κ=aα2ρ2(B1)2+2aδγαρ(B1)+kaαρδγ(R1-1)+kaαρδγ(1-R0)=
1
4ak

2α2ρ2(1-R1)2+14aα
2ρ2Δ+

1
2k
(1-R1)aα2ρ2 Δ+aδγαρ Δ+kaαρδγ(R1-1)+kaαρδγ(1-R0)=

1
2k

2(1-R1)2aα2ρ2+2kaαρδγ(1-R0)+12k
(1-R1)aα2ρ2 Δ+aδγαρ Δ=

1
2aα

2ρ2 k2(1-R1)2+4kδγαρ
(1-R0

é

ë
êê

ù

û
úú)+12k

(1-R1)aα2ρ2 Δ+aδγαρ Δ=

1
2aα

2ρ2Δ+
1
2k
(1-R1)aα2ρ2 Δ+aδγαρ Δ。

当R0<1时,则κ=12αρ Δ [kaαρ(1-R1)+2aδγ+aαρ Δ]>12αρ Δ [kaαρ(1-R1)+2aδγ+

aαρ k2(1-R1)2]。

如果R1<1,则有κ>12αρ Δ[kaαρ-keγd+aδγ+aαρk(1-R1)]=αρ Δ[aαρk(1-R1)+aδγ]>0。

如果R1≥1,则κ>12αρ Δ[kaαρ-keγd+aδγ+aαρk(R1-1)]=aδαργ Δ>0。

显然a3>0。于是,当R0<1时,正平衡点E1 局部渐近稳定;当R0>1,R1<1,Δ>0时,正平衡点E1 局部渐

近稳定。
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同理,对于正平衡点E4,有B4=
k(1-R1)- Δ

2
,则

表1 系统(1)的参数值

Tab.1 Valuesfortheparametersofsystem(1)

参数 值 文献 参数 值 文献

a 0.05 [8] δ 0.11 [8]

k 6* - α 0.01* -

S 1.1 [8] γ 0.02 [6]

e 0.005 [8] ρ 0.2* -

d 0.4 [8]

  注:*表示该参数值为本文设定取值。

κ=aα2ρ2(B4)2+2aδγαρ(B4)+kaαρδγ(R1-1)+kaαρδγ(1-R0)=
1
4k

2(1-R1)2aα2ρ2+
1
4aα

2ρ2Δ-
1
2k
(1-R1)aα2ρ2 Δ-aδγαρ Δ+kaαρδγ(1-R0)=

1
2k

2(1-R1)2aα2ρ2+2kaαρδγ(1-R0)-12k
(1-R1)aα2ρ2 Δ-aδγαρ Δ=

1
2aα

2ρ2[k2(1-R1)2+4kδγαρ
(1-R0)]-12k

(1-R1)aα2ρ2 Δ-aδγαρ Δ=

1
2aα

2ρ2 Δ[Δ-k(1-R1)]-aδγαρ Δ<0。

显然a3<0,因此,当R0>1, R1<1,Δ>0时,正平衡点E4 不稳定。 证毕

2数值结果

通过参考文献和一些合理的假设,选取模型(2)中的参数值

见表1。
根据表(1)中参数,不难得到R0=1,R1=0.4667<1,则系

统(2)存在无菌平衡点E0=(0,10,0)和一个正平衡点E2=
(2.5,5.83,1.25)。利用 Matlab数值分岔分析软件 Matcont可

得正平衡点E2 的局部轨线图(图1)。由图1可见E0 不稳定,

E2 渐近稳定。
选取不同的免疫细胞死亡率参数δ,验证上述理论结果。

当选取δ=0.2,其他参数同表1时,可求得R0=0.55<1,此时,
系统(2)存在一个正平衡点E1,利用Matcont可得正平衡点E1 的局部轨线图(图2),由图2可知,E1 为稳定的正

平衡点。当δ=0.1,有R0=1.1>1,R1=0.566<1,Δ=4.36>0。系统(2)存在无菌平衡点E0=(0,11,0)和两

个正平衡点E1 和E4,由图3可知无菌平衡点E0 和正平衡点E1 是稳定的,而正平衡点E4 不稳定。当选取δ=
0.076515139,有R0=1.438>1,R1=0.528<1,Δ=0。由图4可知,无菌平衡点E0 稳定,而正平衡点E3 不

稳定。

  
 图1 正平衡点E2 轨线图       图2 正平衡点E1 轨线图       图3 正平衡点E1,E4 轨线图

Fig.1 Trajectorydiagramof

positiveequilibriumE2

Fig.2 Trajectorydiagramof

positiveequilibruimE1

Fig.3 Trajectorydiagramof

positiveequilibriumE1,E4

3分岔分析

运用Matlab数值分岔分析软件Matcont对模型(2)进行分岔分析,选取免疫细胞死亡率常数δ为分岔参数,得
到I-δ分岔图(图5)。图中实线代表稳定的平衡点,虚线代表不稳定的平衡点,由图可知在LP (δ=0.076515139)
处出现鞍结分岔,在LP 的下侧为稳定的平衡点,当平衡点曲线通过LP 点时,平衡点由稳定变为不稳定。BP 点
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为一个分支点,当平衡点曲线穿过BP 点时,平衡点分量B 由正变负,且平衡点由不稳定变为稳定,在H1 处出现

Hopf分岔,但此时平衡点失去生物意义,因此着重研究LP 附近平衡点的动力学特性。
选定LP 点为初始点,取δ和ρ为分岔参数进行双参数分岔分析,得到双参数分岔图(图6),由图6可知,在

尖点分岔(CP)点上侧,当0≤δ≤0.11,0.1167≤ρ≤0.28时,存在一个稳定的正平衡点。可以得出,当免疫细胞

死亡率常数δ大于0.11时,系统不存在正平衡点。有效控制免疫细胞死亡率常数δ小于0.11,且群体感应信号

分子对免疫系统的调控系数介于0.1167与0.28间,使得系统仅存在一个稳定的正平衡点。当平衡点曲线通过

CP 点时,正平衡点消失,仅存在一个无菌平衡点。可以看出,群体感应信号分子对免疫系统具有一定的调控功

能,且控制这一调控行为可以使机体免疫系统处于一个稳定的平衡态。

图4 正平衡点E3 轨线图

Fig.4 Trajectorydiagramof

positiveequilibriumE3

图5 I-δ分岔图

Fig.5 BifurcationdiagramofI-δ

图6 双参数δ,ρ分岔图

Fig.6 Bifurcationdiagramof

double-parametesδ,ρ

表2 平衡点的存在性及稳定性

Tab.2 Theexistenceandstabilityofequilibrium

平衡点 稳定 不稳定

E0 R0>1,R1=1,δ<αρSγd R0≤1,R1≠1

E1 R0<1,R0>1,R1<1,Δ>0 —

E2 R0=1,R1<1 —

E3 — R0>1,R1<1,Δ=0

E4 — R0>1,R1<1,Δ>0

4结论

建立了一个数学模型描述了铜绿假单胞菌群体感应的信号分子3-oxo-C12-HSL的免疫调控功能,分析了模

型平衡点的存在性及其稳定性,得到

结论如表2。模型存在4个正平衡

点,当R0>1,R1<1,Δ>0时,同时

存在稳定的正平衡点E1 和不稳定的

正平衡点E4。当R0>1,R1<1,Δ>
0时,存在双稳态现象,即稳定的正平

衡点E1 和稳定的无菌平衡点E0。当

R0=1,存在非奇异的无菌双曲平衡

点;当R0>1,R1<1,Δ=0时,存在

唯一的非奇异双曲正平衡点。利用中心流形定理,证明了非奇异情形下平衡点E3 是不稳定。通过选取一组合

适的参数值,运用 Matlab数值分岔分析软件 Matcont得到正平衡点的局部轨线图,通过数值的方法验证了所得

理论结果。并对模型进行分岔分析,验证了群体感应信号分子对免疫系统的调控功能。
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AsymptoticAnalysisofMathematicalModelfortheImmune
ModulationofQuorumSensingSignalMolecule

ZHANGZhiwen,ZHANGZhonghua
(SchoolofSciences,Xi’anUniversityofScienceandTechnology,Xi’an710054,China)

Abstract:Bacteriaexcreteoneorvariouschemicalstocontroltheproductionofextracellularvirulencefactors.Thisphenomenonis

calledquorumsensing,andtheautoinduceriscalledquorumsensingsignalmolecule,whichmonitorsbacteriadensityanditssur-
roundingstoensurebacteriaundetectedbyimmunesystem whenbacteriainvadeapotentialhost.Meanwhile,researcheshave

showedthequorumsensingsignalmoleculehasimmunomodulatory.Amathematicalmodeldescribingthismodulationwasformula-
ted,theexistenceandtheasymptoticstabilityofequilibriumwerediscussedandthepossiblebifurcationofthemodelwiththehelp
ofMatcontwasstudied.

Keywords:quorumsensing;immunemodulation;mathematicalmodels;Matcont;bifurcation
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