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自由边界问题的改进投影算法
*
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摘要:【目的】自由边界问题在变分不等式中具有重要的应用,而很难用数值方法直接得到它的解。【方法】利用有限差分

近似,得到该问题的一个新的投影不动点算法。【结果】将自由边界问题离散为一个标准的有限维线性互补问题,而该问

题又等价于一个投影不动点问题。于是得到求解自由边界问题的改进投影算法,并给出了算法的具体过程。【结论】理论

分析和数值结果都表明了所给算法的有效性。
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由于自由边界问题在区域内部是由关于未知函数的不等式、微分不等式及它们的等式构成,通常需要用数

值方法求解[1]。目前主要采用有限差分法、有限元法等方法求解[2-5]。本研究利用五点差分法将自由边界问题

离散为有限维线性互补问题,该线性互补问题可以转化为一个等价的不动点问题,由此可得到求解自由边界的

改进投影方法[6-7],最后给出的数值试验印证了理论结果。

1数学模型及其离散形式

如下所示的二维自由边界问题:
-Δv(x)≥φ(x),x∈Ω,

v(x)≥0,x∈Ω,

v(x)(-Δv(x)-φ(x))=0,x∈Ω,

v(x)=ψ(x),x∈Γ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

(1)

其中Ω 是R2 中的有界区域,其边界Γ=∂Ω,φ和ψ 为已知函数。如果φ∈L2(Ω),ψ∈L2(Γ),则问题(1)有唯一

解[1]。首先采用五点差分法对问题(1)中的微分算子离散化,向量函数u(x)表示v(x)在网格节点上的近似,
Δ近似为Δh,则可得到一个有限维的互补问题,再将有限维的互补问题代入区域Ω 内的已知函数φ(x)和边界Γ
上的已知函数ψ(x),则上述问题可改写为标准的线性互补问题[2-4]:

u≥0,Au+q≥0,uT(Au+q)=0。 (2)
现在把区域Ω内部剖分为N 个网格节点,则A为N 阶方阵,u和q为N 维列向量,向量q的元素依赖于边值ψ(x)
及右端项φ(x),并且它们都是已知的。特别地,本研究对差分算子Δh 使用等步长的五点差分格式,则矩阵A 为

对称正定稀疏矩阵。并且由文献[6-7]可知正定线性互补问题(2)等价于二次规划问题:寻找N 维列向量u 满足

min12u
TAu+uTq,s.t.u≥0, (3)

且该二次规划问题存在唯一解u*,因此线性互补问题(2)存在唯一解u*。

2改进投影算法和收敛性分析

对任意的 N 维实向量x∈RN
+,引入投影算子[x]+ =

xi,xi≥0
0,xi≥{ 0

,则由文献[2-4,6-7]问题(2)等价于
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u=[u-β(Au+q)]+。此问题又等价于求解函数e(u)=u-[u-β(Au+q)]+的零点,其中β>0。可由文献[6]得
到求解自由边界问题的改进投影法,从而求得(2)式的数值解,具体算法如下:

第一步,任取初始点u(0)∈RN
+,给定η∈(0,2),β>0,令n=0;

第二步,由线性方程组u(n+1)=u(n)+β(Au
(n)+q)-ηe(u

(n),β)-β(Au
(n+1)+q),即(I+βA)u

(n+1)=u(n)+

βAu
(n)-ηe(u

(n),β),解得u(n+1);
第三步,给定判定条件,如果满足,则停止迭代得近似解u(n+1);否则令n=n+1,返回第二步。
下面证明该算法的收敛性。
引理1 如果u*是(2)式的解,则对任意的u∈RN

+,有
{e(u,β)-β(Au+q)}T{[u-β(Au+q)]+-u*}≥0。 (4)

证明 记L={1,2,3,…,N},I={i|ui-β(Au+q)i>0},则L\I={i|ui-β(Au+q)i≤0}。
当i∈I时,有e(ui,β)-β(Au+q)i=ui-β(Au+q)i-[ui-β(Au+q)i]+=0;
当i∈(L\I),e(ui,β)-β(Au+q)i=ui-β(Au+q)i≤0,[ui-β(Au+q)i]+-u*

i = -u*
i ≤0。

综上可得{e(u,β)-β(Au+q)}T{[u-β(Au+q)]+-u*}≥0。 证毕

引理2 如果u*是(2)式的解,则对∀u∈RN,有
{(u-u*)+β(Au-Au*)}Te(u,β)≥ e(u,β)2+β(u-u*)T(Au-Au*)。

证明 因为u*是(2)式的解,且[u-β(Au+q)]+≥0,根据(2)式可知

β(Au*+q)T{[u-β(Au+q)]+-u*}≥0。 (5)
将(4),(5)式相加,并利用[u-β(Au+q)]+-u*=(u-u*)-e(u,β)有

[e(u,β)-β(Au-Au*)]T{(u-u*)-e(u,β)}≥0,
整理可得{(u-u*)+β(Au-Au*)}Te(u,β)≥ e(u,β)2+β(u-u*)T(Au-Au*)。 证毕

引理3 对∀u*是(2)式的解,本文算法产生的序列{u(n)}满足:
(u(n+1)-u*)+β(Au

(n+1)-Au*)2≤ (u(n)-u*)+β(Au
(n)-Au*)2-

η(2-η)e(u
(n),β)2-2ηβ(u

(n)-u*)T(Au(n)-Au*)。 (6)
证明 因为(I+βA)u

(n+1)=u(n)+βAu
(n)-ηe(u

(n),β),于是由引理2,有
(u(n+1)-u*)+β(Au

(n+1)-Au*)2= u(n)+βAu
(n)-ηe(u

(n),β)-u*-βAu* 2=
(u(n)-u*)+β(Au

(n)-Au*)-ηe(u
(n),β)2= (u(n)-u*)+β(Au

(n)-Au*)2-
2η{(u

(n)-u*)+β(Au
(n)-Au*)}Te(u(n),β)+η2 e(u(n),β)2≤

(u(n)-u*)+β(Au
(n)-Au*)2-2η{e(u

(n),β)2+β(u
(n)-u*)T(Au(n)-Au*)}+η2 e(u(n),β)2=

(u(n)-u*)+β(Au
(n)-Au*)2-η(2-η)e(u

(n),β)2-2ηβ(u
(n)-u*)T(Au(n)-Au*)。

由于A为正定矩阵,于是由(6)式可知

(u(n+1)-u*)+β(Au
(n+1)-Au*)2≤ (u(n)-u*)+β(Au

(n)-Au*)2-ce(u(n),β)2, (7)
其中c>0是一个常数。

定理1 改进投影算法产生的序列{u(n)}收敛于(2)式的一个解u*,即lim
n→∞

u(n)=u*。

证明 首先,由(7)式可知序列{u(n)}是有界的,同样由(7)式可得

∑
∞

n=0
ce(u(n),β)2 ≤ (u(0)-u*)+β(Au

(0)-Au*)2,

因而lim
n→∞

e(u(n),β)=0。

设序列{u(n)}收敛于u**,因为e(u(n),β)是u(n)的连续函数,所以e(u**,β)=lim
n→∞

e(u(n),β)=0。则表明u**是

(2)式的一个解。
以下用反证法证{u(n)}只有一个聚点,即u**=u*。如果u** 是{u(n)}的另一个聚点,记δ= u**-u* ,由

u*是序列{u(n)}的聚点,则存在n0>0,有 (u(n0)-u*)+β(Au
(n0)-Au*)≤δ

2
。对∀n>n0,由矩阵A 的正定性

知<u(n)-u*,Au(n)-Au*>≥0,且由(7)式知 (u(n)-u*)+β(Au
(n)-Au*)单调递减,则

u(n)-u* ≤ u(n)-u*+β(Au
(n)-Au*)≤ u(n0)-u*+β(Au

(n0)-Au*)≤δ
2
。
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所以 u(n)-u** ≥ u**-u* - u(n)-u* ≥δ
2
,即u**不可能是{u(n)}的聚点,即{u(n)}收敛于u*。

另外,由(6)式可知1<η<2时收敛性最佳。 证毕

3数值算例

用本文方法对一个具体问题进行数值测试。考虑在正方形区域Ω=(-1.5,1.5)×(-1.5,1.5)中的如下问

题

-Δv(x)+2≥0,x∈Ω
v(x)≥0,x∈Ω
v(x)(-Δv(x)+2)=0,x∈Ω
v(x)=ψ(x),x∈

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï Γ

,其 中 Dirichlet边 界 条 件 由 解 析 解 v=
r2
2-ln

(r)-12
,r>1

0,r≤{ 1
确 定,r =

x21+x22。选取参数β=0.1,η=1.8和迭代终止条件 v(n+1)-v(n)
∞≤10-4‖v(n)‖∞。当取步长h=0.2(即内

部网格节点数为N=14×14)时所得数值解结果如图1所示。文献[5]给出了离散形式的解析解,如图2所示。
由图1看出,本文的数值解结果位于水平面上方,显然满足解的条件v≥0,这与已知条件是一致的;而且它与文

献[5]中的结果图2是吻合的。

    
图1 本文数值解                图2 文献[5]中的数值解

Fig.1 Numericalresultsofthispaper        Fig.2 ThenumericalsolutioninRef.[5]

为了进一步说明本文算法的有效性,记误差E(v)= v-vh ∞,其中vh 是数值解。图3给出了误差随网格

加密的变化情况。由图可知,该误差阶大约为3,是超线性收敛的。另外,表1列出了误差与网格节点数N、参数

η的部分变化情况。由表1可见,在参数η不变的情况下,误差随着网格的加密而不断减小;而且在参数η取1.8

 图3 误差分析

 Fig.3 Erroranalysis

时误差较小,收敛较快。

表1 误差E(v)随网格节点数N 和参数η的变化情况

Tab.1 EvolutionoferrorE(v)withrespecttothenumberNand
theparametersη

网格节点数 N 14×14 28×28 42×42 56×56

η=0.5 8.8538e-05 2.5429e-05 1.8300e-051.4995e-05

η=1.0 9.5607e-05 9.0151e-06 8.9363e-061.0935e-05

η=1.2 9.7683e-05 9.7985e-06 8.4925e-065.4586e-06

η=1.5 9.9510e-05 1.4872e-05 8.3828e-066.0443e-06

η=1.8 1.0389e-04 1.2834e-05 4.2646e-061.7042e-06
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AnImprovedProjectionAlgorithmfortheFreeBoundaryProblem

YANYueyue,ZHONGYanli,ZHANGShougui
(SchoolofMathematicalSciences,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Thefreeboundaryproblemplaysanimportantapplicationinvariationinequalitiesandthesolutionisdifficulty
tobeobtaineddirectlybynumericalmethods.[Methods]Forthisproblem,anewprojectionmethodisproposedforthenumerical
solutionoftheproblembyusingfinitedifferenceapproximation.[Findings]Theproblemisdiscreditedasafinitedimensionallinear
complementaryproblemwhichisequivalenttoaprojectionfixedpointproblem.Thenaprojectionmethodforthesolutionisob-
tained,andtheprocessofalgorithmisgivenindetail.[Conclusions]Boththeoreticalanalysisandnumericalresultsindicateefficien-
cyofthemethodpresented.
Keywords:freeboundary;complementaryproblem;projectionalgorithm;five-pointdifferencemethod
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