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摘要:【目的】研究了工件加工时间、开工时间与所在位置相关的单机排序问题,以扩展这类问题的研究范围。【方法】工件

加工时间是开工时间和所在位置的一般非增函数。工件开工时间越晚,加工位置越靠后,实际加工时间则越短。受相关

论文的启发,对此问题用经典算法进行了讨论。【结果】目标函数为极小化最大完工时间和总完工时间的问题证明了SPT
算法仍是最优算法。对极小化加权总完工时间问题分析了最坏竞争比;在正常加工时间和权重或工期存在特殊关系时对

加权总完工时间和最大延迟问题证明了经典算法是最优的。【结论】对所研究的单机排序问题给出了若干结果。
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基于时间相关和位置相关的单机排序问题在多个领域有着广泛的应用前景,吸引着越来越多的专家和学者

去研究这类问题。一般来说和时间相关的排序问题模型可分为两类:一类是工件的加工时间是非减函数,另一

类是工件的加工时间是非增函数。和位置相关的排序问题中,工件的实际加工时间和所在位置有关,加工位置

越靠后则实际加工时间越短。Ng等人[1]研究了3个线性递减的时间相关的排序模型,对目标函数为最小化总

完工时间的问题给出了多项式时间算法。Wang和Xia[2]研究了加工时间递减的线性退化模型,对最小化最大完

工时间和最大延迟等问题给出了最好算法。Yang和Kuo[3]讨论了目标函数为最小化最大完工时间、总完工时

间和完工时间的总绝对差的单机排序问题。高洁等人[4]研究了具有学习效应和退化效应的排序问题。在无资

源约束的情况下,对目标函数为极小化最大完工时间、总完工时间等排序问题证明了都有多项式时间算法。胡

晨晨等人[5]研究了具有学习效应和安装时间等的单机排序问题,对目标函数为极小化最大完工时间、总完工时

间等排序问题,证明了上述问题具有最好算法。谢秋莲等人[6]研究了具有位置恶化及维修区间与加工时间相关

的单机排序问题。Zhang和Yan[7]研究了工件实际加工时间与开工时间和位置相关的单机排序问题,证明了经

典的SPT序对于最小化最大完工时间和总完工时间的问题仍是最优的。当工件的正常加工时间和工期满足一

致关系时给出了多项式时间算法。张新功[8]在文献[7]的基础上继续研究了目标函数为最小化误工工件个数和

总误工的问题,当工件的正常加工时间和工期满足一致关系时证明了多项式时间可解。
本研究把张新功等人[7-8]论文里的工件实际加工时间模型进行了一般化处理,即有关开工时间和所在位置

的函数都是一般非增函数,从而扩展了这类问题的研究范围。

1问题描述

假设所有工件(共n个)均在零时刻准备就绪,并放在同一台机器上进行加工,1次只能加工1个工件且在加

工过程中不能中断。每个工件Jj 都有正常加工时间pj、权重wj 和工期dj。工件Jj 开工时间为t且排在第

r个位置加工的实际加工时间为pjr=pjα(t)β(r),其中α(t)为开工时间的非增凸函数且满足0<α(t)≤1,α(0)=1,

α′(t)<0,β(r)为加工所在位置的非增函数且满足0<β(r)≤1,β′(r)<0。Cj 和Lj 表示工件Jj 的完工时间和延

迟,Cmax=max{Cj|j=1,2,…,n}表示时间表长,Lmax=max{Lj=Cj-dj|j=1,2,…,n}表示最大延迟。目标函
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数为最小化最大完工时间、总完工时间、加权总完工时间和最大延迟,用经典的三参数表示法上面问题可表示为

1|pjr=pjα(t)β(r)|Cmax,1|pjr=pjα(t)β(r)|∑Cj,1|pjr=pjα(t)β(r)|∑wjCj 和1|pjr=pjα(t)β(r)|Lmax。

为了证明的需要,先给出下面的定义和引理。
定义1 当工件的正常加工时间和它的权重满足pi≤pj⇒wi≥wj 时,称存在反一致关系。
定义2 当工件的正常加工时间和它的工期满足pi≤pj⇒di≤dj 时,称存在一致关系。
引理1 设f(x)是可微的凸函数,且a<b,则有f(b)-f(a)=f′(ξ)(b-a),a<ξ<b。
由拉格朗日中值定理可知上式成立。
引理2 设α(t)是非增凸函数且α′(t)在[0,+∞)上是非减函数,则当0<k≤1,0<λ≤1,m>0,t0>0时,

(k-1)α(t0)+λα(t0+ mk)-λkα(t0+m)≤0成立。
证明 因α(t)是凸函数,所以对0<k≤1,有α[k(t0+m)+(1-k)t0]≤kα(t0+m)+(1-k)α(t0)成立。即

α(t0+mk)≤kα(t0+m)+(1-k)α(t0)两边同乘以λ∈(0,1],有

λα(t0+mk)≤λkα(t0+m)+λ(1-k)α(t0)≤λkα(t0+m)+(1-k)α(t0),
移项得(k-1)α(t0)+λα(t0+mk)-λkα(t0+m)≤0。 证毕

引理3 设α(t)是非增凸函数且α′(t)在[0,+∞)上是非减函数,当0<k≤1,0<λ≤1,m>0,0<λ1≤λ2<1,

t0>0时,(k-1)α(t0)+λλ1α(t0+ mk)-λλ2kα(t0+m)≤0。
证明 在引理2证明过程中将λ换为λλ1,有

(k-1)α(t0)+λλ1α(t0+mk)≤λλ1kα(t0+m)≤λλ2kα(t0+m),
移项得(k-1)α(t0)+λλ1α(t0+mk)-λλ2kα(t0+m)≤0。 证毕

2单机排序问题

2.1极小化最大完工时间问题

定理1 对于问题1|pjr=pjα(t)β(r)|Cmax,工件按照pj 非减的顺序(SPT)排列即为最优序。
证明 假设S1={π1,Ji,Jj,π2}是满足pi≤pj 的序列,交换工件Ji 和Jj 的位置得一新序S2={π1,Jj,Ji,π2}。

π1 中有r-1个工件,且第r-1个工件的完工时间为t0,显然t0>0。故有

Ci(S1)=t0+piα(t0)β(r),Cj(S1)=t0+piα(t0)β(r)+pjα[t0+piα(t0)β(r)]β(r+1),

Cj(S2)=t0+pjα(t0)β(r),Ci(S2)=t0+pjα(t0)β(r)+piα[t0+pjα(t0)β(r)]β(r+1)。
则

Cj(S1)-Ci(S2)=
piα(t0)β(r)+pjα[t0+piα(t0)β(r)]β(r+1)-pjα(t0)β(r)-piα[t0+pjα(t0)β(r)]β(r+1)=

α(t0)β(r)(pi-pj)+pjα[t0+piα(t0)β(r)]β(r+1)-piα[t0+pjα(t0)β(r)]β(r+1)=

pjβ(r)α(t0)
pi

pj
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(r+1)
β(r)

-pi
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β(r

é

ë
êê

ù
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令pi

pj
=k,β

(r+1)
β(r)

=λ,pjα(t0)β(r)=m,piα(t0)β(r)= mk,则有0<k≤1,0<λ≤1,m>0。

由引理2知Cj(S1)-Ci(S2)=pjβ(r)[(k-1)α(t0)+λα(t0+ mk)-λkα(t0+ m)]≤0,所以Cj(S1)≤
Ci(S2)。工件Ji 和Jj 之前的工件在其交换位置后完工时间保持不变,工件Ji 和Jj 之后的工件在其交换位置

后开工时间不会变小,故工件按照pj 非减的顺序(SPT)排列即为最优序。 证毕

2.2极小化总完工时间问题

定理2 对于问题1|pjr =pjα(t)β(r)|∑Cj,工件按照pj 非减的顺序(SPT)排列即为最优序。

证明 S1={π1,Ji,Jj,π2}和S2={π1,Jj,Ji,π2}的假设和定理1完全一致。在pi≤pj 的前提下只需证

Cj(S1)≤Ci(S2)和Ci(S1)+Cj(S1)≤Ci(S2)+Cj(S2)。Cj(S1)≤Ci(S2)由定理1可证。
又因pi≤pj,所以Ci(S1)≤Cj(S2),Ci(S1)+Cj(S1)≤Ci(S2)+Cj(S2)成立。故工件按照pj 非减的顺序

(SPT)排列即为最优序。 证毕
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2.3极小化加权总完工时间问题

例 公式pjr=pjα(t)β(r)里取α(t)=1-0.1t和β(r)=r-1,在零时刻开始加工。给出两个工件,即n=2,

p1=1,p2=2,w1=2,w2=6。对目标函数∑wjCj,按照WSPT序排列2个工件得到序列S1:J2→J1。则C2=2,

C1=2.4,故 ∑wjCj(S1)=16.8。交换两个工件的位置,得一新序 S2:J1→J2,则 C1=1,C2=1.9,故

∑wjCj(S2)=13.4。这个例子说明了对所给的工件按照 WSPT序排列不是最优的。

定理3 对于问题1|pjr =pjα(t)β(r)|∑wjCj,π和π*分别表示按照 WSPT序得到的序列和最优序列。

如果第一个工件的开工时间t0=0,则ρ= ∑wjCj(π)

∑wjCj(π*)
≤ 1

α(Cπ*)β(n)
,且这个界是紧的。

证明 设π={π(1),π(2),…,π(n)}和π*={π*(1),π*(2),…,π*(n)}分别表示按照 WSPT序得到的序列

和最优序列,pi 表示在π 中第i个工件的正常加工时间,pπ(i)表示在π中第i个工件的实际加工时间,pπ*(i)表示

在π*中第i个工件的实际加工时间,则对应的目标函数值可表示为:

∑wjCj(π)=wπ(1)pπ(1)+wπ(2)(pπ(1)+pπ(2))+…+wπ(n)(pπ(1)+pπ(2)+…+pπ(n))≤

wπ(1)p1+wπ(2)(p1+p2)+…+wπ(n)∑
n

i=1
p[ ]i β(1)= ∑

n

j=1
wπ(j)∑

j

i=1
p( )i β(1)≤∑

n

j=1
wπ(j)∑

j

i=1
pi,

∑wjCj(π*)=wπ*(1)pπ*(1)+wπ*(2)(pπ*(1)+pπ*(2))+… +wπ*(n)∑
n

i=1
pπ*(i)≥ ∑

n

j=1
wπ(j)∑

j

i=1
p( )i α(Cπ*)β(n),

则ρ= ∑wjCj(π)

∑wjCj(π*)
≤ 1

α(Cπ*)β(n)
,其中Cπ* 为最优时间表长。

注意0<β(r)≤1,接下来给出这个界是紧的证明。
如果β(r)=1和α(t)=1,则 WSPT序即为总权完工时间问题的最优序列,因此这个界是紧的。 证毕

定理4 对于问题1|pjr =pjα(t)β(r)|∑wjCj,当工件的正常加工时间和权重存在反一致关系即pi≤

pj⇒wi≥wj 时,按照pj

wj
非减的顺序(WSPT)排列即为最优序。

证明 假设S1={π1,Ji,Jj,π2}是满足pi

wi
≤pj

wj
的序列,交换工件Ji 和Jj 的位置得一新序S2={π1,Jj,Ji,π2}。

π1 中有r-1个工件,且第r-1个工件的完工时间为t0,显然t0>0。

Ci(S1)=t0+piα(t0)β(r),Cj(S1)=t0+piα(t0)β(r)+pjα[t0+piα(t0)β(r)]β(r+1),

Cj(S2)=t0+pjα(t0)β(r),Ci(S2)=t0+pjα(t0)β(r)+piα[t0+pjα(t0)β(r)]β(r+1),

wiCi(S1)+wjCj(S1)-wiCi(S2)-wjCj(S2)=wipiα(t0)β(r)+wjpiα(t0)β(r)+
wjpjα[t0+piα(t0)β(r)]β(r+1)-wjpjα(t0)β(r)-wipjα(t0)β(r)-wipiα[t0+pjα(t0)β(r)]β(r+1)=
α(t0)β(r)(pi-pj)(wi+wj)+wjpjα[t0+piα(t0)β(r)]β(r+1)-wipiα[t0+pjα(t0)β(r)]β(r+1)=

pjβ(r)(wi+wj)α(t0)
pi
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令pi

pj
=k,β

(r+1)
β(r)

=λ,pjα(t0)β(r)=m,piα(t0)β(r)= mk, wj

wi+wj
=λ1, wi

wi+wj
=λ2,则0<k≤1,

0<λ≤1,m>0,0<λ1≤λ2<1,wiCi(S1)+wjCj(S1)-wiCi(S2)-wjCj(S2)=pjβ(r)(wi+wj)[(k-1)α(t0)+
λλ1α(t0+mk)-λλ2kα(t0+m)]≤0。

所以当工件的正常加工时间和权重存在一致关系时,按照pj

wj
非减的顺序(WSPT)排列即为最优序。 证毕

由定理4很容易证明下面的推论1成立。

推论1 对于问题1|pjr=pjα(t)β(r),wj=kpj|∑wjCj,工件按照pj 非减的顺序(SPT)排列即为最优序。
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2.4极小化最大延迟问题

定理5 对于问题1|pjr=pjα(t)β(r)|Lmax,当工件的正常加工时间和其工期存在一致关系即pi≤pj⇒di≤dj

时,按照dj 非减的顺序(EDD)排列即为最优序。
证明 假设S1={π1,Ji,Jj,π2}是满足di≤dj 的序列,交换工件Ji 和Jj 的位置得一新序S2={π1,Jj,Ji,π2},

其他假设和上面定理保持一致。

Li(S1)=Ci(S1)-di,Lj(S1)=Cj(S1)-dj,Lj(S2)=Cj(S2)-dj,Li(S2)=Ci(S2)-di,
由pi≤pj⇒di≤dj 和定理1、定理2知,max{Li(S1),Lj(S1)}≤max{Li(S2),Lj(S2)}成立。

交换工件Ji 和Jj 后最大工期不会变小,所以当工件的正常加工时间和工期存在一致关系时,按照dj 非减

的顺序(EDD)排列即为最优序。 证毕

由定理5很容易证明下面的推论2和推论3成立。
推论2 对于问题1|pjr=pjα(t)β(r),pj=p|Lmax,工件按照dj 非减的顺序(EDD)排列即为最优序。
推论3 对于问题1|pjr=pjα(t)β(r),dj=d|Lmax,工件按照pj 非减的顺序(SPT)排列即为最优序。

3实例验证

为了更好地验证上面的结论,特给出如下实例。
取pjr=pjα(t)β(r)α(t)=1-0.02t且β(r)=r-1,在零时刻开始加工。

算例1 n=5,p1=4,p2=2,p3=6,p4=8,p5=10,对目标函数Cmax和∑Cj,按照SPT序排列5个工件得

到序列S1:J2→J1→J3→J4→J5,则C2=2,C1=3.92,C3=5.76,C4=7.53,C5=9.23,故Cmax(S1)=9.23,

∑Cj(S1)=28.44。

任意交换两个工件的位置,不妨交换一下J1 和J2,得一新序S2:J1→J2→J3→J4→J5,则 C1=4,

C2=4.92,C3=6.72,C4=8.45,C5=10.11,故Cmax(S2)=10.11,∑Cj(S2)=34.2。

从上面的计算结果可以看出Cmax(S1)<Cmax(S2),∑Cj(S1)<∑Cj(S2),验证完毕。

算例2 n=5,p1=4,p2=2,p3=6,p4=8,p5=10,w1=4,w2=5,w3=3,w4=2,w5=1,对目标函数

∑wjCj,按照 WSPT序排列5个工件得到序列S1:J2→J1→J3→J4→J5,则C2=2,C1=3.92,C3=5.76,C4=

7.53,C5=9.23,故∑wjCj(S1)=67.25。

任意交换两个工件的位置,不妨交换一下J1 和J2,得一新序S2:J1→J2→J3→J4→J5,则C1=4,C2=

4.92,C3=6.72,C4=8.45,C5=10.11,故∑wjCj(S2)=87.77。

从上面的计算结果可以看出∑wjCj(S1)<∑wjCj(S2),验证完毕。

算例3 n=5,p1=6,p2=4,p3=9,p4=12,p5=15,d1=4,d2=3,d3=9,d4=10,d5=14,对于目标函数

Lmax,按照EDD序排列5个工件得到序列S1:J2→J1→J3→J4→J5,则有C2=4,L2=1,C1=6.76,L1=2.76,

C3=9.35,L3=0.35,C4=11.79,L4=1.79,C5=14.08,L5=0.08。故Lmax(S1)=2.76。任意交换两个工件的位

置,不妨交换一下J1 和J2,得一新序S2:J1→J2→J3→J4→J5,则有:

C1=6,L1=2,C2=7.76,L2=4.76,C3=10.29,L3=1.29,C4=12.67,L4=2.67,C5=14.91,L5=0.91,
故Lmax(S2)=4.76。

从上面的计算结果可以看出Lmax(S1)<Lmax(S2),验证完毕。

4结论

本文研究了工件实际加工时间是开工时间和所在位置的一般非增函数的单机排序问题。对极小化最大完

工时间和总完工时间的问题给出了多项式时间算法;对极小化加权总完工时间的一般情形给出了最坏竞争比分

析,特殊情形给出了多项式时间算法;对极小化最大延迟的问题的特殊情形也证明了多项式时间可解。极小化

误工工件个数和总误工等问题可以作为进一步的研究方向和课题。
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OperationsResearchandCybernetics

StudyonSingleMachineSchedulingProblemBasedonGeneralTime-and-position
DependentJobsProcessingTime

WANGShenzhong
(SchoolofArtsandSciences,SiasCollegeofZhengzhouUniversity,XinzhengHenan451150,China)

Abstract:[Purposes]Itaddressessingle-machineschedulingproblemswithtimeandpositiondependentjobprocessingtimes.[Meth-
ods]Theprocessingtimeofajobisnon-increasingfunctionofitsstartingtimeanditspositioninthesequence.Inspiredbytherelat-
edpapers,itdiscussestheclassicalalgorithm.[Findings]ItprovesthattheclassicalSPT(Shortestprocessingtime)ruleremains
optimaltominimizethemakespanorthetotalcompletiontime.Forproblemofminimizingthetotalweightedcompletiontime,it

presentsheuristicsequencingrulesandanalyzestheworstcaseboundforperformanceratios.Italsopresentsthattheseclassical
rulescanbeoptimalundersomespecialconditionsbetweenthenormalprocessingtimesandjobweightsorduedates.[Conclusions]

Someresultsonthesinglemachineschedulingproblemaregiven.
Keywords:scheduling;time-dependentscheduling;location-dependentscheduling;polynomialtimealgorithm
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