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摘要:【目的】对广义凸函数的性质研究,特别是建立可微前提下广义凸函数与其梯度相关的等价刻画,为函数广义凸性的

判别及它在规划方面的应用提供理论依据。【方法】利用已有相关结果,通过建立广义凸函数与一元凸(拟凸)函数的等价

关系,进而将凸(拟凸)函数的性质移植给广义凸函数。【结果】指出了F 凸(拟凸)函数与凸(拟凸)函数之间的等价关系,
进而给出可微F 凸(拟凸)函数的与梯度相关的等价刻画。最后,作为应用,利用所得结果给出GA-凸函数的若干判别方

法。【结论】将凸分析的若干基本结果在广义凸函数方面做了统一推广,解决了可微F 凸(拟凸)函数的判别问题。
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1预备知识

对广义凸集及广义凸函数的研究可以拓宽优化理论和不等式研究的应用范围。研究广义凸理论的一个重

要思路是建立广义凸性与凸性的联系,从而将凸性结果向广义凸性推广。
文献[1]给出广义凸结构的公理化概念及性质,并给出广义凸集概念和广义凸集的等价刻画。文献[2]在文

献[1]的基础上建立了函数广义凸性与其上图及水平集的广义凸性之间的联系。文献[3-4]研究了F-G 广义凸

函数的性质。
凸函数有如下两个基本结果[5-6]。

1)f是凸集K 上的凸函数当且仅当∀x,y∈K,Φ(λ)=f[λx+(1-λ)y]是[0,1]上的凸函数。

2)f在开凸集K⊆Rn 上可微,则f是K 上的凸函数当且仅当对∀x,y∈K,有

f(x)≥f(y)+(x-y)T Ñf(y)。 (1)
类似地,拟凸函数有如下两个基本结果[7-8]。

3)f是K 上的拟凸函数当且仅当∀x,y∈K,Φ(λ)=f[λx+(1-λ)y]是[0,1]上的拟凸函数。

4)f在开凸集K⊆Rn 上可微,则f是K 上的拟凸函数当且仅当对∀x,y∈K,且有f(x)≤f(y)时,有
(x-y)T Ñf(y)≤0。 (2)

文献[4]的推论2.1和推论2.2对上述结论1)、3)做了一定推广,指出:若函数f:K→D 是F 凸(拟凸)函数,
则∀x,y∈K,Φ(λ)=f[F(x,y,λ)]是[0,1]上的凸(拟凸)函数。文献[9]的定理1和文献[10]的定理1将上述结

论1)、3)推广到预不变凸(拟凸)函数。对于结论2)也已经推广到预不变凸函数上来,但对于诸如GA-凸函数、P-
凸函数、几何凸函数等具体广义凸函数还没有得到类似结果。

本文旨在将上述基本结果向广义凸函数做统一推广。
首先在文献[1-4]的基础上简化F-G 广义凸函数概念,并给出广义凸函数的等价刻画(定理1),从而将上述

基本结果1)、3)统一推广到F-G 广义凸函数。进一步将在可微的前提下,给出F 凸函数与它的梯度相关的等价

刻画(定理4),将上述基本结果2)指出的(1)式推广到F 凸函数上来,给出F 拟凸函数与它的梯度相关的等价刻
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画(定理5),将上述基本结果4)指出的(2)式推广到F 拟凸函数上来。
定义1[1] 设非空集合K⊆Rn,向量值函数F:K×K×[0,1]→Rn。称F 是K 上的广义凸结构,如果F 满

足以下4个条件:

1)单点性。∀λ∈[0,1],∀x∈K,有F(x,x,λ)=x;

2)端点性。∀x,y∈K,有F(x,y,0)∈K,F(x,y,1)∈K;

3)对∀α,β∈[0,1],且α<β,∀x,y∈K,有:(a)条件P1:当F(x,y,β)∈K 时,F y,F(x,y,β),1-
αé

ë
êê

ù

û
úúβ
=

F(x,y,α);(b)条件P2:当F(x,y,α)∈K 时,F x,F(x,y,α),β-α1-
é

ë
êê

ù

û
úúα =F(x,y,β);

4)λ连续性。F 关于λ在[0,1]上连续。
引理1[1] 设F 是K 上的广义凸结构,且F(x,y,u1)∈K,F(x,y,u2)∈K,其中x,y∈K,u1,u2∈[0,1],则

对∀λ∈[0,1],有
F(x,y,λu1+(1-λ)u2)=F[F(x,y,u1),F(x,y,u2),λ]。 (3)

定义2 设非空集合K⊆Rn,向量值函数F:K×K×[0,1]→Rn,F 是K 上的广义凸结构。称K 是关于F
的凸集,如果∀λ∈(0,1),∀x,y∈K,有F(x,y,λ)∈K。

约定:对于“D⊆R是关于G 的凸集”,这里的D 代表(-∞,+∞)或(0,+∞)。“实值函数f:K→D”含义是

“n元函数f 的定义域是K⊆Rn,值域含于(-∞,+∞)或(0,+∞)”。D 代表(-∞,+∞)还是(0,+∞)要依据

G 的具体形式来确定。
定义3[2] 设D⊆R是关于G 的凸集,称G 在D 上是正规的,如果∀λ∈[0,1],∀s1,s2,t1,t2∈D,且s1≤s2,

t1≤t2,有G(s1,t1,λ)≤G(s2,t2,λ),并且∀λ∈[0,1],∀s,t∈D 有min{s,t}≤G(s,t,λ)≤ max{s,t}。
定义4[2] 设K⊆Rn 是关于F的凸集,D⊆R是关于G的正规凸集,实值函数f:K→D 满足条件:∀x,y∈K,

有f[F(x,y,0)]≤G[f(x),f(y),0],f[F(x,y,1)]≤G[f(x),f(y),1],称f 是K 上的F-G 广义凸函数,如果

∀λ∈(0,1),∀x,y∈K,有

F(x,y,λ)≤G[f(x),f(y),λ]。 (4)
在本文的叙述中,f:K→D 满足∀x,y∈K,有

f[F(x,y,0)]≤G[f(x),f(y),0],f[F(x,y,1)]≤G[f(x),f(y),1],
被简称为f:K→D 具有F-G 端点广义凸性。

2广义凸函数的等价刻画

设K⊆Rn 是关于F 的凸集,D⊆R是关于G 的正规凸集,实值函数f:K→D 具有F-G 端点广义凸性,对任

意固定的X,Y∈K,构造函数

ΦX,Y(λ)=f[F(X,Y,λ)],λ∈[0,1]。 (5)
记[0,1]上的一个广义凸结构C(u1,u2,λ)=λu1+(1-λ)u2,λ,u1,u2∈[0,1]。
在定义4中,将特取K=[0,1],F(u1,u2,λ)=C(u1,u2,λ),λ,u1,u2∈[0,1]的F-G 广义凸函数称作C-G 广

义凸函数。
定理1 设K⊆Rn 是关于F 的凸集,D⊆R是关于G 的正规凸集,f:K→D 具有F-G 端点广义凸性,则f是

K 上的F-G 广义凸函数当且仅当对任意的X,Y∈K,ΦX,Y(λ)是[0,1]上的C-G 广义凸函数。
证明 必要性。任意取定X,Y∈K,对∀u1,u2∈[0,1],∀λ∈[0,1],根据(4),(5)式及引理1给出的(3)式

得:

ΦX,Y[C(u1,u2,λ)]=ΦX,Y(λu1+(1-λ)u2)=f[F(X,Y,λu1+(1-λ)u2)]=
f{F[F(X,Y,u1),F(X,Y,u2),λ]}≤G{f[F(X,Y,u1),f[F(X,Y,u2)],λ}=G[ΦX,Y(u1),ΦX,Y(u2),λ]。

故ΦX,Y(λ)是[0,1]上的C-G 广义凸函数。
充分性。构造

Tf
X,Y={λλ∈[0,1],f[F(X,Y,λ)]≤G[f(X),f(Y),λ]}, (6)

则由端点广义凸性知,0,1∈Tf
X,Y⊆[0,1]。设∀u1,u2∈Tf

X,Y,则由(6)式有:
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ΦX,Y(u2)=f[F(X,Y,u2)]≤G[f(X),f(Y),u2],

ΦX,Y(u1)=f[F(X,Y,u1)]≤G[f(X),f(Y),u1],
因ΦX,Y(λ)是[0,1]上的C-G 广义凸函数,对∀u1,u2∈Tf

X,Y,∀λ∈(0,1),就有

f[F(X,Y,λu1+(1-λ)u2)]=ΦX,Y(λu1+(1-λ)u2)≤G[ΦX,Y(u1),ΦX,Y(u2),λ]。 (7)
由G 的正规性有:

G[ΦX,Y(u1),ΦX,Y(u2),λ]≤G[G[f(X),f(Y),u1],G[f(X),f(Y),u2],λ]。 (8)
由引理1的(3)式有:

G[G[f(X),f(Y),u1],G[f(X),f(Y),u2],λ]=G[f(X),f(Y),λu1+(1-λ)u2]。 (9)
综合(7)~(9)式得f[F(X,Y,λu1+(1-λ)u2)]≤G[f(X),f(Y),λu1+(1-λ)u2]。这说明∀u1,u2∈Tf

X,Y,

∀λ∈(0,1),都有λu1+(1-λ)u2∈Tf
X,Y,又0,1∈Tf

X,Y,故必有Tf
X,Y=[0,1], ∩

∀X,Y∈K
Tf

X,Y=[0,1],即∀λ∈(0,1),

∀X,Y∈K,有(4)式成立。 证毕

文献[3]中将特取G(s,t,λ)=λs+(1-λ)t和G(s,t,λ)=max{s,t},∀s,t∈R的F-G 广义凸函数分别称为F
凸函数和F 拟凸函数,根据定理1有定理2和定理3。

定理2 设K⊆Rn 是关于F 的凸集,f:K→R满足:∀x,y∈K,有f[F(x,y,0)]≤f(y),f[F(x,y,1)]≤
f(x),则f是K 上的F 凸函数当且仅当∀X,Y∈K,ΦX,Y(λ)是[0,1]上的凸函数。

定理3 设K⊆Rn 是关于F 的凸集,f:K→R满足:∀x,y∈K,有

f[F(x,y,0)]≤max{f(x),f(y)},f[F(x,y,1)]≤max{f(x),f(y)},
则f是K 上的F 拟凸函数当且仅当∀X,Y∈K,ΦX,Y(λ)是[0,1]上的拟凸函数。

在定理2的基础上,将“f[F(x,y,0)]≤f(y),”加强为“F(x,y,0)≤y”,在函数可微的前提下,可以得到下述

F 凸函数与其梯度相关的等价刻画。
定理4 设K⊆Rn 是关于F 的开凸集,F 关于λ在[0,1]上可微,f:K→R在K 上可微且满足:∀x,y∈K,

有F(x,y,0)=y,f[F(x,y,1)]≤f(x),则f是K 上的F 凸函数当且仅当对∀x,y∈K 有

f(x)≥f(y)+F′λ(x,y,λ)T
λ=0Ñf(y)。 (10)

证明 必要性。f是K 上的F 凸函数,根据定理2,∀X,Y∈K,ΦX,Y(λ)=f[F(X,Y,λ)]是[0,1]上的凸函

数。由f及F 的可微性可知,ΦX,Y(λ)在[0,1]上可微,故对∀α,β∈[0,1],有

ΦX,Y(β)≥ΦX,Y(α)+Φ′X,Y(α)(β-α)。 (11)
因为Φ′X,Y(α)=F′λ(X,Y,λ)T

λ=αÑf[F(X,Y,α)],于是(11)式改写为

f[F(X,Y,β)]≥f[F(X,Y,α)]+F′λ(X,Y,λ)T
λ=αÑf[F(X,Y,α)](β-α)。 (12)

在(12)式中令α=0,β=1,并注意到f[F(X,Y,0)]=f(Y),f[F(X,Y,1)]≤f(X),就有

f(X)≥f(Y)+F′λ(X,Y,λ)T
λ=0Ñf(Y),

从而(10)式成立。
充分性。对∀X,Y∈K,∀α,β∈[0,1],令x=F(X,Y,β),y=F(X,Y,α)∈K,代入到(10)式得

f[F(X,Y,β)]≥f[F(X,Y,α)]+F′λ[F(X,Y,β),F(X,Y,α),λ]T
λ=0Ñf[F(X,Y,α)]。

由引理1的(3)式知,F[F(X,Y,β),F(X,Y,α),λ]=F[X,Y,λβ+(1-λ)α],从而

F′λ[F(X,Y,β),F(X,Y,α),λ]T
λ=0=F′λ[X,Y,λβ+(1-λ)α]T

λ=0=F′λ(X,Y,λ)T
λ=α(β-α)。

于是有

f[F(X,Y,β)]≥f[F(X,Y,α)]+F′λ(X,Y,λ)T
λ=αÑf[F(X,Y,α)](β-α)。

令ΦX,Y(λ)=f[F(X,Y,λ)],上式即为 对∀X,Y∈K,∀α,β∈[0,1],有

ΦX,Y(β)≥ΦX,Y(α)+Φ′X,Y(α)(β-α)。
从而ΦX,Y(λ)=f[F(X,Y,λ)]是[0,1]上的凸函数,根据定理2知f是K 上的F 凸函数。 证毕

利用关于拟凸函数的已有结果,即可微函数的拟凸性与(2)式的等价性,并与定理3结合可以得到如下关于

F 拟凸函数的梯度形式等价刻画。
定理5 设K⊆Rn 是关于F 的开凸集,F 关于λ在[0,1]上可微,f:K→R在K 上可微且满足:∀x,y∈K 有

F(x,y,0)=y,f[F(x,y,1)]≤max{f(x),f(y)},则f是K 上的F 拟凸函数当且仅当对x,y∈K 且有f(x)≤
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f(y)时,有
F′λ(x,y,λ)T

λ=0Ñf(y)≤0。 (13)
证明 必要性。因f是K 上的F 拟凸函数,故∀X,Y∈K,ΦX,Y(λ)是[0,1]上的拟凸函数。
设f(X)≤f(Y),则有f[F(X,Y,1)]≤f(Y)=f[F(X,Y,0)],即 ΦX,Y(1)≤ΦX,Y(0)。由(2)式知

(1-0)Φ′X,Y(0)≤0。因Φ′X,Y(0)=F′λ(x,y,λ)T
λ=0Ñf(y),故F′λ(x,y,λ)T

λ=0Ñf(y)≤0。
充分性。只需证∀X,Y∈K,ΦX,Y(λ)=f[F(X,Y,λ)]为[0,1]上的拟凸函数。
设∀α,β∈[0,1],且ΦX,Y(β)≤ΦX,Y(α),令x=F(X,Y,β),y=F(X,Y,α)∈K,则有f[F(X,Y,β)]≤

f[F(X,Y,α)],从而F′λ[F(X,Y,β),F(X,Y,α),λ]T
λ=0Ñf[F(X,Y,α)]≤0,即

F′λ(X,Y,λ)T
λ=αÑf[F(X,Y,α)](β-α)≤0,Φ′X,Y(α)(β-α)≤0,

由(2)式知ΦX,Y(λ)=f[F(X,Y,λ)]为[0,1]上的拟凸函数。 证毕

注1 只需令F(x,y,λ)=λx+(1-λ)y,即可看出定理2与定理4是本文开篇叙述的凸函数中的两个基本

结果1),2)的推广。同时定理3与定理5是本文开篇叙述的拟凸函数的两个基本结果3),4)的推广。
注2 约定:在向量空间Rn 中,x=(x1,x2,…,xn)T,y=(y1,y2,…,yn)T,当x∈Rn

++(x的每一个分量都是

正数)时,记lnx=(lnx1,lnx2,…,lnxn)T,xr=(xr
1,xr

2,…,xr
n)T。由于预不变凸函数、GA-凸函数、P-凸函数分别

是特取F=y+λη(x,y),F=xλy1-λ和F=(λxp+(1-λ)yp)1p 的F 凸函数,相应可求得F′λ(x,y,λ)T
λ=0的形式分别

为[η(x,y)]T,[y(lnx-lny)]T 和1
p
[y1-p(xp-yp)]T,分别代入到(10)式中可得到一些具体广义凸函数的梯度刻

画,以GA-凸函数为例,其具体定义如下。
设K⊆Rn

++是几何凸集,函数f(x)为K 上的实值函数。称函数f(x)为K 上的GA-凸函数,如果对∀x,y∈K
和λ∈(0,1)有f(xλy1-λ)≤λf(x)+(1-λ)f(y)。

相应有如下结论:设K⊆Rn
++是开的几何凸集,f:K→R可微,则f为K 上的GA-凸函数当且仅当对∀x,y∈

K,有

f(x)≥f(y)+[y(lnx-lny)]T Ñf(y)。 (14)

3应用举例

仅就F 凸函数而言,前面利用定理1推导出定理2,进而得到F 凸函数的与梯度相关的充要条件,即定理4,
作为进一步的应用,注2中指明特取F 的一系列形式可得到一些具体广义凸函数的梯度刻画。事实上,目前

F 凸函数的特例以及能够通过复合变换的手法转化为F 凸函数的一些具体广义凸函数都可得到类似的等价刻

画。
将这些刻画与凸函数的(1)式对比,形式上虽有类似的地方,但不足之处是它们缺失了(1)式的几何意义。

为了弥补这一点,有必要将这些刻画向着更加利于应用的形式转化。下面以GA-凸函数(具体定义已在注2中

给出)为例,通过定理6、7和定理8来说明如何做到这一点。这可视为本文结果(定理4)在一维和高维广义凸函

数方面的应用。
定理6 设区间(a,b)⊆(0,+∞),f为定义在(a,b)上的可微函数,则下列陈述等价:

1)f为(a,b)上的GA-凸函数;

2)∀x,y∈(a,b),有f(x)≥f(y)+(lnx-lny)yf′(y);

3)xf′(x)为(a,b)上的递增函数。
证明 1)⇔2)。根据注2中给出的(14)式,二者的等价性是显然的。

2)⇒3)。对∀x,y∈(a,b),且x>y,由2)知:

f(x)≥f(y)+(lnx-lny)yf′(y),f(y)≥f(x)+(lny-lnx)xf′(x),

整理得xf′(x)≥f
(x)-f(y)
lnx-lny ≥yf′(y),即xf′(x)为(a,b)上的递增函数。

3)⇒2)。对∀x,y∈(a,b),不妨设x>y(同理可证x<y情形,x=y时显然成立),由柯西中值定理知∃ξ∈

(y,x),使得f(x)-f(y)
lnx-lny =ξf′(ξ)。由3)知ξf′(ξ)≥yf′(y)。
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于是f(x)-f(y)
lnx-lny ≥yf′(y),即f(x)≥f(y)+(lnx-lny)yf′(y)。 证毕

由定理6可直接得到下面的定理7。
定理7 设区间(a,b)⊆(0,+∞),f为定义在(a,b)上的二次可微函数,则:

1)f为(a,b)上的GA-凸函数当且仅当f′(x)+xf″(x)≥0,x∈(a,b);

2)f为(a,b)上的GA-凹函数当且仅当f′(x)+xf″(x)≤0,x∈(a,b)。

例1 设Α,B,C∈ 0,πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
,建立sin

3
ABC与sinA+sinB+sinC

3
之间的不等式。

解 令f(x)=sinx,f′(x)+xf″(x)=cosx-xsinx=sinx(cotx-x)。利用分析知识可知存在唯一α∈

0,πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
,当x∈(0,α]时,cosx-xsinx≥0;当x∈ α,πé

ë
êê

ö

ø
÷

2
时,cosx-xsinx≤0,由定理7知正弦函数sinx在(0,α]

为GA-凸函数,在 α,πé

ë
êê

ö

ø
÷

2
为GA-凹函数,于是:1)当A,B,C∈(0,α]时,有sin

3
ABC≤sinA+sinB+sinC3

;2)当

A,B,C∈ α,πé

ë
êê

ö

ø
÷

2
时,有sinA+sinB+sinC

3 ≤sin
3
ABC。

可以证明sinx在区间 0,πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
是递增的凹函数也是几何凹函数(利用本文结果可得关于几何凸函数类似于定

理6和定理7的结论),并借助于均值不等式,进一步可得到如下不等式链:

1)当A,B,C∈(0,α]时,有
3
sinAsinBsinC≤sin

3
ABC≤sinA+sinB+sinC3 ≤sinA+B+C

3
;

2)当A,B,C∈ α,πé

ë
êê

ö

ø
÷

2
时,有

3
sinAsinBsinC≤sinA+sinB+sinC3 ≤sin

3
ABC≤sinA+B+C

3
。

定理8 设K⊆Rn
++是开的几何凸集,f:K→R二次连续可微,若对∀x∈K,矩阵Ñ2f(x)+︵Ñf(x)是半正定

的,则f为K 上的GA-凸函数。其中Hesse矩阵:Ñ2f(x)= ∂
2f(x)
∂xi∂y

æ

è
ç

ö

ø
÷

j n×n
=(f″ij)n×n,设x=(x1,x2,…,xn)T∈

Rn
++,︵Ñf(x)=

f′1
x1 0 … 0

0 f′2
x2

… 0

︙ ︙ ︙

0 0 … f′n
x

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

n

。

证明 令F(x,y,λ)=xλy1-λ,∀x,y∈K,则K 是关于F的凸集。对任意固定的X,Y∈K,构造函数ΦX,Y(λ)=
f[F(X,Y,λ)]=f(XλY1-λ),λ∈[0,1]。则

Φ′X,Y(λ)=[XλY1-λ(lnX-lnY)]T Ñf(XλY1-λ),

Φ″X,Y(λ)=[XλY1-λ(lnX-lnY)]T Ñ2f(XλY1-λ)XλY1-λ(lnX-lnY)+
{[XλY1-λ(lnX-lnY)]2}T Ñf(XλY1-λ)=

[XλY1-λ(lnX-lnY)]T[Ñ2f(XλY1-λ)+︵Ñf(XλY1-λ)]XλY1-λ(lnX-lnY)。
因对∀x∈K,Ñ2f(x)+︵Ñf(x)是半正定的,故对任意的X,Y∈K,λ∈[0,1]有Φ″X,Y(λ)≥0,从而ΦX,Y(λ)是

[0,1]上的凸函数。
根据定理2知f是K 上的F(=xλy1-λ)凸函数,即f为K 上的GA-凸函数。 证毕
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StructuralTheoryofGeneralizedConvexFunctions

ZHAOYu,HUANGJinying,KANGZhaomin,FANGHaiwen
(DepartmentofMathematics,JiamusiUniversity,JiamusiHeilongjiang154007,China)

Abstract:[Purposes]Thepurposesofthisarticlearegivesomepropertiesofgeneralizedconvexfunctionsandgiventheequivalentde-
scriptionsofgeneralizedconvexfunctionsandtheirgradientbaseonthedifferentiableconditions.Theyareveryimportantforthe

judgmentofgeneralizedconvexityandtheapplicationsaboutprogramming.[Methods]Wetransplantthepropertiesofconvex(quasi-
convex)functionstothegeneralizedconvexfunctionsthroughestablishtheequivalentrelationshipsbetweengeneralizedconvexand
one-placeconvex(quasi-convex)functions.[Findings]wegivetheequivalentrelationshipsbetweenFconvex(quasi-convex)andcon-
vex(quasi-convex)functionsandgivetheequivalentdescriptionsofdifferentiableFconvex(quasi-convex)functionsaboutgradient.
Astheconclusions,wegivesomediscriminatemethodsofGA-convexfunctions.[Conclusions]Thisarticleextendssomeconclusions
ofconvexanalysisatthegeneralizedconvexfunctions,sowecansolvethediscriminatequestionsaboutdifferentiableFconvex(qua-
si-convex)functions.
Keywords:F-Ggeneralizedconvexfunctions;Fconvexfunctions;Fquasi-convexfunctions;Fpseudo-convexfunctions;gradient;

GA-convexfunctions
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