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二维细胞神经网络的多稳态分析
*
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摘要:【目的】通过对二维细胞神经网络的多稳态分析,得到该神经网络的多个平衡点,并得到进一步研究的启发。【方法】

为了寻找系统的平衡点的位置和个数,首先根据系统中激活函数的性质,将实数平面划分成9个子区域。【结果】根据系

统在每个子区域中是线性,找到系统在每个子区域中非退化平衡点存在的充要条件。【结论】进一步讨论9个平衡点同时

存在的充要条件,得出该二维细胞神经网络存在9个非退化平衡点的充要条件。最后讨论了9个平衡点的定性性质,得
出其中4个是稳定结点,4个为鞍点,1个为不稳定焦点或结点。
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细胞神经网络由美国电子学家Chua等人于1988年提出[1]。由于在图形处理、优化问题、模式识别等方面

的广泛应用,细胞神经网络的研究成为了神经研究的热点,并取得了很多成果[2-12]。在神经网络应用于优化问题

时,要求网络具有唯一平衡点并且全局渐近稳定。目前为止,已有很多学者对细胞神经网络存在唯一平衡点并

且是全局渐近稳定进行了研究,取得了重大成果[10-12]。然而,在神经网络应用于协同记忆和模式识别时,多个平

衡点的共存是网络所必备的。多稳态的神经网络描述了多个稳定状态包括稳定平衡点和周期轨的共存。目前,
已有很多关于神经网络多稳态的研究[13-15]。其中,文献[13]研究了一类含光滑S型激活函数的神经网络,通过

激活函数的性质,在系统参数满足一定条件下,作者构造了3n 个自映射区域,其中n是网络的维数。再利用

Brouwer不动点定理,文献[13]得到该网络至少存在3n 个平衡点,并结合对应的线性化系统,给出其中的2n 个

是渐近稳定的。文献[14]所研究的神经网络中激活函数是分段线性的,得到了系统具有(2r+1)n 个平衡点的充

分条件,其中n是系统的维数,2r是激活函数的角点个数。尽管含分段线性激活函数的神经网络是非线性的,但
是根据激活函数的性质可以将相空间Rn 分割成多个子区域,并使得系统在每个子区域是线性的。因此对于含

分段线性激活函数的神经网络,获得平衡点的准确个数及其对应的参数条件对人们认识神经网络的动力学性质

有重要的作用。
受文献[14]的启发,本研究讨论二维细胞神经网络的多稳态,得到9个非退化平衡点存在的充要条件,并讨

论了每个平衡点的定性性质。首先根据激活函数的性质将平面区域划分成9个子区域。由于系统在每个子区

域是线性的,从而每个区域中非退化平衡点的存在即说明了唯一,并且可以得到每个子区域中非退化平衡点的

存在条件。然后分析9个非退化平衡点共存的充要条件。最后讨论了每个平衡点的定性性质。

1预备知识

研究如下二维神经网络:

ẋ1(t)=-x1(t)+a11g(x1(t))+a12g(x2(t))+h1,

ẋ2(t)=-x2(t)+a21g(x1(t))+a22g(x2(t))+h2{ 。
(1)

其中xi(t),i=1,2,…表示第i个神经元的状态变量,aij∈R,i,j=1,2,…表示神经元的联络权,激活函数

g(s)=12
(s+1 - s-1 ),hi∈R,i=1,2,表示外部输入。
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系统(1)的平衡点x*:=(x*
1 ,x*

2 )∈R2满足

-x*
1 +a11g(x*

1 )+a12g(x*
2 )+h1=0,

-x*
2 +a21g(x*

1 )+a22g(x*
2 )+h2=0{ 。

(2)

平衡点x*非退化是指系统(1)在点x* 的Jacobian矩阵可逆[15]。为了描述系统(1)的非退化平衡点的位

置,根据激活函数g的性质,将实数平面R2 划分成如下9个区域:

D11={(x1,x2)∈R2:x1<-1,x2>1},D12={(x1,x2)∈R2:-1≤x1≤1,x2>1},

D13={(x1,x2)∈R2:x1>1,x2>1},D21={(x1,x2)∈R2:x1<-1,-1≤x2≤1},

D22={(x1,x2)∈R2:-1≤x1≤1,-1≤x2≤1},D23={(x1,x2)∈R2:x1>1,-1≤x2≤1},

D31={(x1,x2)∈R2:x1<-1,x2<-1},D32={(x1,x2)∈R2:-1≤x1≤1,x2<-1},

D33={(x1,x2)∈R2:x1>1,x2<-1}。
显然R2=∪3i,j=1Dij,且任意两个区域Dij交为空。设系统参数λ:=(a11,a12,a21,a22,h1,h2)∈R6。

2主要结论

在上述每个子区域Dij,i,j=1,2,3,…中,系统(1)均为线性的。因此在每个Dij中,系统(1)最多存在一个非

退化平衡点。从而得到系统(1)的非退化平衡点最多有9个,并且9个非退化平衡点存在的充要条件即是对每

个区域中非退化平衡点存在条件交集的讨论。下面的定理1给出了系统(1)恰好存在9个非退化平衡点的充要

条件,即每个区域Dij中均存在非退化平衡点的充要条件。
定理1 系统(1)存在9个非退化平衡点当且仅当 {λ∈R6:a11- a12 -1> h1 ,- a21 +a22-1>

h2 }。
证明 由于系统(1)在每个区域Dij中均是线性的,因此在每个区域Dij中最多存在1个非退化平衡点,从而

最多存在9个非退化平衡点。并且恰好9个平衡点存在的充要条件即是每个区域中均存在平衡点的充要条件。
于是首先在每个区域Dij中分别讨论非退化平衡点存在的充要条件,然后再讨论9个区域中平衡点共存的交集。

1)若(x*
1 ,x*

2 )∈D11,则平衡点方程(2)化为
-x*

1 -a11+a12+h1=0
-x*

2 -a21+a22+h2{ =0
。计算得到x*

1 =-a11+a12+h1,

x*
2 =-a21+a22+h2。根据(x*

1 ,x*
2 )∈D11,得到

h1<a11-a12-1,h2>a21-a22+1。 (3)

系统在该平衡点x*的Jacobian矩阵J=
-1 0æ

è
ç

ö

ø
÷

0 -1
可逆,从而(3)式是区域D11中存在唯一非退化平衡点

的充要条件。同理有如下结论:(x*
1 ,x*

2 )∈D13且非退化当且仅当

h1>-a11-a12-1,h2>-a21-a22+1。 (4)
(x*
1 ,x*

2 )∈D31且非退化当且仅当

h1<a11+a12-1,h2<a21+a22-1。 (5)
(x*
1 ,x*

2 )∈D33且非退化当且仅当

h1>-a11+a12+1,h2<-a21+a22-1。 (6)

当x*=(x*
1 ,x*

2 )∈D12且非退化时,得到系统(1)在x*的Jacobian矩阵J=
a11-1 0
a21

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
可逆。显然该条

件等价于a11≠1。此时的平衡点方程(2)转化为
(a11-1)x*

1 +a12+h1=0
a21x*

1 -x*
2 +a22+h2{ =0

。计算得到x*
1 =-

a12+h1
a11-1

,x*
2 =

-a21
(a12+h1)
a11-1 +a22+h2。于是(x*

1 ,x*
2 )∈D12且非退化,当且仅当

-1≤a12+h1a11-1≤1
,h2>a21a12+h1a11-1-a22+1

。 (7)

同理下列结论成立:(x*
1 ,x*

2 )∈D21为非退化平衡点,当且仅当

h1<-a12a21-h2a22-1+a11-1
,-1≤a21-h2a22-1≤1

。 (8)
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(x*
1 ,x*

2 )∈D22为非退化平衡点,当且仅当

-1≤
(1-a22)h1+a12h2

(a11-1)(a22-1)-a12a21≤1
,-1≤

(1-a11)h2+a21h1
(a11-1)(a22-1)-a12a21≤1

。 (9)

(x*
1 ,x*

2 )∈D23为非退化平衡点,当且仅当

h1>a12a21+h2a22-1-a11+1
,-1≤a21+h2a22-1≤1

。 (10)

(x*
1 ,x*

2 )∈D32为非退化平衡点,当且仅当

-1≤a12-h1a11-1≤1
,h2<-a21a12-h1a11-1+a22-1

。 (11)

2)上述就每个子区域中分别讨论了非退化平衡点存在的充要条件,下面进一步来分析这些条件的共存情

况,从而得出9个非退化平衡点存在的充要条件。首先分析子区域D11,D13,D31和D33中非退化平衡点同时存在

的条件。在这4个区域中,系统(1)均存在唯一非退化平衡点的充要条件是(3)~(6)式同时成立。容易验证

h1 <a11- a12 -1,h 2<- a21 +a22-1 (12)
是(3)~(6)式同时成立的充要条件。

然后在条件(12)式下讨论剩余子区间中非退化平衡点的存在性,即(7)~(12)式同时成立的条件。下面证

明(7)式和(12)式同时成立的条件仍然为(12)式。事实上(12)式中的第一式表明a11>1,并且等价于

-1<h1- a12
a11-1 <h1+ a12

a11-1 <1。 (13)

显然从(13)式可以得到

h1+a12
a11-1 <1 (14)

成立,即(7)式中的第一式成立。于是得到:若(12)式中第一式成立,则(7)式中的第一式成立。再根据(12)式中

的第二式和(14)式,有

a21a12+h2a11-1-a22+1≤ a21 -a22+1<h2, (15)

说明从(12)式还能得到(7)中的第二式成立。综上,当(12)式成立时,(7)式也成立。同时还可以得到(8),(10),
(11)式和(12)式同时成立当且仅当(12)式成立。于是系统(1)在除去D22以外的剩余8个子区域中均存在唯一

非退化平衡点的充要条件是(12)式成立。
最后分析(9)和(12)式同时成立的充要条件。若(12)式成立,显然有a11-1> a12 ,a22-1> a21 ,从而

(a11-1)(a22-1)-a12a21>0。 (16)
当a12≥0,a21≥0时,根据(12)式计算得到

(1-a22)h1+a12h2<(1-a22)(-a11+a12+1)+a12(-a21+a22-1)=(a11-1)(a22-1)-a12a21, (17)
(1-a22)h1+a12h2>(1-a22)(a11-a12-1)+a12(a21-a22+1)=-(a11-1)(a22-1)+a12a21。 (18)

(16)~(18)式表明

-1<
(1-a22)h1+a12h2

(a11-1)(a22-1)-a12a21<1
。 (19)

类似地,还可以得到

-1<
(1-a11)h2+a21h1

(a11-1)(a22-1)-a12a21<1
。 (20)

由此说明当a12≥0,a21≥0时,(9)和(12)式同时成立的充要条件仍然为(12)式。同样的方法可以验证在

a12,a21的剩余3类情况下:即a12<0,a21≥0,或a12≥0,a21<0,或a12<0,a21<0,若(12)式成立,则(9)式成立。
综上,(3)~(11)式同时成立的充要条件是(12)式成立,即系统(1)存在9个非退化平衡点的充要条件为

(12)式。此时每个子区域Dij,i,j=1,2,3中均存在唯一平衡点。 证毕

下面进一步来分析定理1中每个平衡点的定性性质。
定理2 设{λ∈R6:a11- a12 -1> h1 ,- a21 +a22-1> h2 },则系统(1)的9个非退化平衡点中,子

区域D11,D13,D31和D33中的平衡点是稳定的临界结点,子区域D12,D21,D23和D32中的平衡点是鞍点,子区域
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D22中的平衡点为不稳定的焦点或结点。
证明 1)设x* =(x*

1 ,x*
2 )∈D11是系统(1)的平衡点。计算系统(1)在x* 的Jacobian矩阵得J=

-1 0æ

è
ç

ö

ø
÷

0 -1
。显然x*是系统(1)的稳定临界结点。同理D13,D31和D33和中的平衡点也是稳定临界结点。

2)设x*=(x*
1 ,x*

2 )∈D12是系统(1)的平衡点。计算系统(1)在x*的Jacobian矩阵得J=
a11-1 0
a21

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
。

根据J的行列式det(J)=1-a11<0说明该平衡点是鞍点。同理D21,D23和D32中的平衡点也是鞍点。

3)设x*=(x*
1 ,x*

2 )∈D22是系统(1)的平衡点。此时Jacobian矩阵J=
a11-1 a12
a21 a22

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
,计算得到J的迹

和行列式分别为trace(J)=2-a11-a22,det(J)=(a11-1)(a22-1)-a12a21。根据定理的参数条件得到

trace(J)<0,det(J)>0,说明D22中平衡点是不稳定的焦点或结点。 证毕

注 文献[14]中的定理1表明参数满足{λ∈R6:a11- a12 -1> h1 ,- a21 +a22-1> h2 }是系统(1)
具有9个平衡点的充分条件,并且给出其中4个是稳定的。而在本研究的定理1中得出该参数条件是充要的,并
且在定理2中给出了每个平衡点的定性性质。

3结束语

研究了二维细胞神经网络的9个非退化平衡点存在的充要条件。通过对此问题的探讨,得到如下两个方面

的启发:首先,是否能将所得结论在n维系统进行推广,或者用一般的分段线性的激活函数g替换本研究中的特

殊情况,例如文献[14]中采用的含2r个角点的分段线性函数。其次,根据多稳态的含义,能否给出2个以上平衡

点存在的充要条件。
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MultistabilityAnalysisforTwoDimensionalCellularNeuralNetworks

SUJuan
(DepartmentofMathematics,ChengduNormalUniversity,Chengdu611130,China)

Abstract:[Purposes]Itfocusesonthemultistabilityanalysisoftwodimensionalcellularneuralnetworks.[Methods]Firstly,inorder
tolocatetheequilibriaofthesystem,wepartitiontheplanarinto9subregionsaccordingtothecharacteristicsofactivationfunction.
[Findings]Asthetwodimensionalsystemislinearineverysubregion,conditionsfortheexistenceofexactlyoneequilibriuminevery
subregion,whichisnondegenerated,canbegivenrespectively.[Conclusions]Then,coexistingof9equilibriaisanalyzed,andthe
necessaryandsufficientconditionforcoexistenceof9nondegeneratedequilibriaforthetwodimensionalsystemisproposed.Finally,

thequalitativepropertiesofeachequilibriuminthe9subregionsisdiscussed,andthereare4stablenodes,4saddlepointsand1un-
stablenodeorfocus.
Keywords:neuralnetworks;multistability;equilibria;subregion;qualitativeproperties
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