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整数模n剩余类环上的准导数及分类
*
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摘要:【目的】整数集Z上的准导数是一个将所有素数映到1,并满足Leibnitz乘积法则的映射。为获得一个相似的数学对

象并尝试在完全不同的环境中加深对它的认识。【方法】定义了在整数模n的环境下的准导数概念,即Zn 上的准导数是

从Zn 到自身的、满足Leibnitz乘积法则φ(xy)=yφ(x)+xφ(y),∀x,y∈Zn 的一个映射φ。【结果】研究了Zn 上准导数

的性质并对Zn 上的所有准导数进行了分类。【结论】将整数集上的准导数概念推广到模整数n的剩余类环上,不仅丰富

了准导数的内容,且使其成为讨论堆叠素数论各种猜想的一个强有力工具。
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所谓整数集Z上的“准导数”是定义在Z上的一个函数。此概念虽然很早就已出现,但直到1961年,Bar-
beau才对它进行了进一步细化[1]。表面上看,整数集上的准导数是用整数的唯一素数分解和微积分的乘积法则

定义的简单函数。然而,作为与初等数论中某些最古老的猜想直接相关的“导数”行为,它具有很大的欺骗性[2]。
整数集Z上的准导数是将每一个素数映到1且满足Leibnitz乘积法则的唯一函数。具体地说,一个整数的

准导数是满足如下3个条件的一个函数:1)0′=0;2)对任何素数p,有p′=1;3)对∀a,b∈Z,都有(ab)′=a′b+
ab′(Leibnitz乘积法则)成立。

受文献[1-2]的启发,本文首先在整数模n的剩余类环Zn={0,1,…,n-1}上定义准导数。然后,讨论它的

基本性质。最后,对整数模n的所有准导数进行分类。

1Zn 上准导数的定义及基本性质

定义1 设φ:Zn→Zn,即φ 是 Zn 上的一个映射。若:1)φ(0)=0;2)对任何小于等于n的素数p,都有

φ(p)=1;3)对∀x,y∈Zn,Leibnitz乘积法则φ(x·y)=xφ(y)+yφ(x)成立。则称φ是Zn 上的准导数。

引理1 若φ是Zn 上的准导数,则φ(0)=φ(1)=0,且对∀x∈Zn,m≥1,有φ(xm)=mxm-1φ(x)。

证明 因φ是Zn 上的准导数,故由定义可直接验证:φ(0)=φ(0·0)=0φ(0)=0。φ(1)=φ(1·1)=

φ(1·1)=2φ(1),两边减去φ(1),可得φ(1)=0。
同理,由准导数的乘积法则和数学归纳法易证,φ(xm)=m xm-1φ(x)成立。 证毕

设a∈Zn,用aZn 表示Zn 的a倍,即aZn={a·췍k|췍k∈Zn}。例如,2Z4={0,2}。容易验证,表1中的每一个

φi(i=1,2,3,4)都是Z4 上的准导数。

2模2e 的准导数

设e∈Z+。现对Z2e上的所有准导数进行分类。首先,由引理1可知,Z21上的准导数只有零映射。当e=2
时,Z22=Z4 上有4个准导数(表1)。其次,考虑e≥3的情形。为此,需引入以下结论。

引理2[3] 设e∈Z+。1)若x∈Z2e,则存在i,k,m∈Z,(0≤i≤e),使得x=2i·5k·(-1)m;
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表1 Z4 上的准导数

Tab.1 Allquasi-derivativesonZ4

0 1 2 3

φ1 0 0 0 0

φ2 0 0 2 0

φ3 0 0 0 2

φ4 0 0 2 2

  2)设i,j,k,l,m,n∈Z。若0≤i,j≤e,则:

2i·5k·(-1)m=2j·5l·(-1)n⇔
i=j且5k·(-1)m≡5l·(-1)n(mod2e-i);

3)若e≥2,则5k·(-1)m=5l·(-1)n⇔m≡n(mod2)且k≡l(mod
2e-2);

4)若e≥2,则52
e-2
=1。

注意到,4)是3)在k=2e-2和m=l=n=0时的特殊情况。并且引理2表

明Z2e中的每个元都能写成2r·5s·(-1)t 的形式。此外,若Z2e 的两个元素均能写成此形式,则引理2给出了

如何准确判断它们是否相等的方法。进一步,设φ是Z2e上的任一准导数且x=2i·5k·(-1)m。由引理1可得

φ(x)=i·2i-1·5k·(-1)m·φ(2)+k·2i·5k-1·(-1)m·φ(5)+m·2i·5k·(-1)m-1·φ(-1)。 (1)
由此可见,只要得到φ(2),φ(5)和φ(-1),利用(1)式就能完全确定φ。

引理3 设e≥3。若φ是Z2e上的准导数,则φ(2)∈2Z2e,φ(5)∈4Z2e,φ(-1)∈2e-1Z2e。

证明 由引理1可得,2·φ(-1)=-φ(-12)=-φ(1)=0。因此,φ(-1)是2e-1的倍数。类似地,由引理1

和引理2可得,0=φ(1)=φ(52
e-2)=2e-2·52

e-2-1·φ(5)。因52
e-2-1是奇数,故φ(5)必为4的倍数。最后,若e是

奇数,则0=φ(0)=φ(2e)=e·2e-1·φ(2)。这表明,φ(2)∈2Z2e;若e是偶数,则

φ(2e-1)=φ(2e+2e-1)=φ(2e-1·3)=3φ(2e-1)+2e-1φ(3)。 (2)

由引理2知,∃k,m∈Z,使得3=5k·(-1)m。于是

φ(3)=k·5k-1·(-1)m·φ(5)+m·5k·(-1)m-1·φ(-1)。

又因φ(5)∈4Z2e,φ(-1)∈2e-1Z2e,故φ(3)是偶数的剩余类。因此,(2)式中的项2e-1φ(3)将消失。于是

φ(2e-1)=3φ(2e-1),即2φ(2e-1)=0。此外,0=2φ(2e-1)=e-1·2e-1·φ(2)。因为e-1是奇数,所以φ(2)∈
2Z2e。 证毕

综上可知,由引理1和引理2就可完全定义Z2e 上的所有准导数。然而,由于Z2e 的同一个元素在表示为形

式2i·5k·(-1)m时可能不同,所以还必须明确给出(1)式定义的函数,即当i,k,m 取不同值时,它们表示Z2e中

的相同元素。也就是说它们被(1)式定义的函数作用后结果相同。为此,给出引理4。

引理4 设a∈2Z2e,b∈4Z2e,c∈2e-1Z2e。若2i·5k·(-1)m=2j·5l·(-1)n,0<i,j<e,则:

i·2i-1·5k·(-1)m·a+k·2i·5k-1·(-1)m·b+m·2i·5k·(-1)m-1·c=

j·2j-1·5l·(-1)n·a+l·2j·5l-1·(-1)n·b+n·2j·5l·(-1)n-1·c。

引理4表明,由(1)式的确可产生Z2e上的一个函数φ,它规定φ(2),φ(5),φ(-1)分别是2,4,2e-1的倍数。因

此,在Z2e上可定义如下函数。

定义2 设e≥3,a∈2Z2e,b∈4Z2e,c∈2e-1Z2e。定义φa,b,c:Z2e→Z2e为:

φa,b,c(2i·5k·(-1)m)=i·2i-1·5k·(-1)m·a+k·2i·5k-1·(-1)m·b+m·2i·5k·(-1)m-1·c。

定理1 若e≥3,a∈2Z2e,b∈4Z2e,c∈2e-1Z2e,则φa,b,c是Z2e上的准导数。反之,Z2e上的任何一个准导数都

具有φa,b,c的形式。
证明 由引理2和定义2容易验证,φa,b,c满足Leibnitz乘积法则。因此,φa,b,c是Z2e上的准导数。反之,由引

理3可知,对a∈2Z2e,b∈4Z2e,c∈2e-1Z2e,环Z2e上的任何一个准导数必须等于φa,b,c。 证毕

3模奇素数幂的准导数

引理5[4] 设e∈Z+,p是一个奇素数,g∈Zpe固定。于是,下列命题成立:

1)对∀x∈Zpe,∃i,k∈Z(0≤i≤e),使得x=pi·gk;

2)设i,j,k,l∈Z且0≤i,j≤e。pi·gk=pj·gl⇔i=j且gk≡gl(modpe-i);
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3)gk=gl⇔k≡l(mod(pe-pe-1));4)(g)p
e-pe-1=1。

引理5表明,Zpe中的单位乘法群Z×
pe是阶数为pe-pe-1=pe-1(p-1),生成元为g的循环群。但通常生成元

g却很难确定。因此,参考引理5,可固定e,p,g。这样Zpe(p是奇素数)上的准导数推导就与前一节类似了。
引理6 若φ是Zpe上的准导数,则φ(g),φ(p)∈pZpe,其中p是奇素数。

定义3 设a,b∈pZpe。定义映射φa,b:Zpe→Zpe为φa,b(pk·gi)=k·pk-1·gi·a+i·gi-1·pk·b。

表2 Z9 上的准导数

Tab.2 Allquasi-derivativesonZ9

0 1 2 3 4 5 6 7 8

φ0,0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

φ0,3 0 0 3 0 6 6 0 6 0

φ0,6 0 0 6 0 3 3 0 3 0

φ3,0 0 0 0 3 0 0 6 0 0

φ3,3 0 0 3 3 6 6 6 6 0

φ3,6 0 0 6 3 3 3 6 3 0

φ6,0 0 0 0 6 0 0 3 0 0

φ6,3 0 0 3 6 6 6 3 6 0

φ6,6 0 0 6 6 3 3 3 3 0

显然,φa,b的定义依赖于生成元g的选择。

定理2 若a,b∈pZpe,则φa,b是Zpe的准导数。反之,Zpe的任何一个准导数都具有φa,b的形式。
例1 求Z9 上的所有准导数ψ。

解 因ψ(2i3k)=i2i-13kψ(2)+k3k-12iψ(3),其中

ψ(2),ψ(3)∈3Z9={0,3,6},故Z9 上有9个准导数。若令

ψ=φ6,3,即ψ(3)=6,ψ(2)=3。则:

ψ(6)=ψ(2·3)=2·6+3·3=3,

ψ(5)=ψ(25)=5·24·ψ(2)=8·3=6。
其他准导数类似可求,结果见表2。

4模正整数的准导数

设n∈Z+。由孙子定理知,若n 的素因子分解式为

n=pe11pe22 …pekk ,则Zn≅Zpe11 ×Zpe22 ×…×Zpekk
。其中,对应

关系为f(x)=(x,x,…,x)[5]。因此,找Zn 上的准导数就

等价于找Zpeii
(i=1,2,…,k)上的准导数[6]。

引理7 映射φ是Za×Zb 上的准导数当且仅当存在Za 上的准导数φ1 和Zb 上的准导数φ2,使得对∀(x,y)∈
Za×Zb,都有φ(x,y)=(φ1(x),φ2(y))。

证明 充分性。设φ是Za×Zb 上的准导数。若v1=(1,0),v2=(0,1),则φ(v1)=φ(v2)=(0,0)。因此,

v1φ(x,y)=φ(v1(x,y))=φ(x,0)。这说明φ(x,y)的第一个分量仅依赖于x。同样,用v2 替换v1 可推出

φ(x,y)的第二个分量仅依赖于y。由此可见,必存在φ1:Za→Za 和φ2:Zb→Zb,使得对∀(x,y)∈Za×Zb,都有

φ(x,y)=(φ1(x),φ2(y))。又因为:
(φ1(x1 x2),φ2(y1 y2))=φ(x1 x2,y1 y2)=φ((x1,y1)(x2,y2))=

(x1,y1)φ(x2,y2)+(x2,y2)φ(x1,y1)=(x1φ1(x2)+x2φ1(x1),y1φ2(y2)+y2φ2(y1))。
所以,φ1 和φ2 分别是Za 和Zb 上的准导数。

必要性。设φ1 和φ2 分别是Za 和Zb 上的准导数。可以直接验证,映射φ:Za×Zb→Za×Zb,即φ(x,y)=
(φ1(x),φ2(y)),∀(x,y)∈Za×Zb 是Za×Zb 上的准导数。 证毕

定理3 映射φ是Zn≅Zpe11 ×Zpe22 ×…×Zpekk
上的准导数⇔φ(x1,x2,…,xk)=(φ1(x1),…,φk(xk))。其中

φi(i=1,2,…,k)是Zpeii
上的准导数。

利用引理7和数学归纳法易证定理3。
例2 设ψ是Z144≅Z16×Z9 上对应(φ1,φ2)的一个准导数,其中φ1=φ2,4,8如定义2,φ2=φ3,6如例1。试求

ψ(47)。
解 因Z16×Z9 上对应于47的元素为(15,2),故ψ(47)是Z144对应于

(φ2,4,8(15),φ3,6(2))=(φ2,4,8(-1),φ3,6(2))=(8,6)

的元素。由孙子定理可知,24也对应于(8,6)。因此,ψ(47)=24。
如前所述,Z2 的准导数仅有零映射。同样,由定理2可知,若p是奇素数,则Zp 的准导数也只有零映射。若

一个整数不能被任何素数的平方整除,则被称“无平方因子”。利用孙子定理及定理3可以证明,若n∈Z无平方

因子,则Zn 的准导数只有零映射。更一般地,若n∈Z的素因子分解为∏pekk ,则 Zn 恰有∏p2(ek-1)
k 个准
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导数[7]。

参考文献:
[1]BARBEAUE.Remarksonanarithmeticderivative[J].

CanadaMathBull,1961(4):117-122.
[2]UFNAROVSKI V.How to differentiateanumber[J].

JournalofIntegerSequences,2003(6):1-24.
[3]STILLWELLJ.Elementsofnumbertheory[M].NewYork:

Springer-Verlag,2003.
[4]MURTYM R,ESMONDEJ.Problemsinalgebraicnum-
bertheory[M].2ndedition.New York:Springer-Verlag,

2005.
[5]范德瓦尔登.代数学(Ⅰ)[M].北京:科学出版社,2009.

vanderWAERDENBL.Algebra(Ⅰ)[M].Beijing:Science

Press,2009.
[6]KOVICJ.Thearithmeticderivativeandanti-derivative[J].

JournalofIntegerSequences,2012,15:1-16.
[7]BUIUMA.Arithmeticanaloguesofderivations[J].Journal

ofAlgebra,1997,198:290-299.

TheQuasi-derivativeandItsClassificationovertheResidueClassRingofIntegersmodn

DENGYong
(CollegeofMathematicsandStatistics,KashgarUniversity,KashgarXinjiang844006,China)

Abstract:[Purposes]Anquasi-derivativeonZisamapthatsendingeachprimeto1andsatisfyingtheLeibnitzproductrule(ab)′=
a′b+ab′.Intheapplication,quasi-derivativehasaffectedmanyotherfieldsofmathematics.Inordertoobtainafamiliarmathemati-
calobjectandattempttodeepenunderstandofitinacompletelydifferentsetting.[Methods]Here,theconceptofquasi-derivative

wasgiveninthesettingoftheintegermodn.thatis,anquasi-derivativeonZntobeamapφfromZntoitselfwhichsatisfiesthe

productruleφ(xy)=φ(x)y+xφ(y)forallx,y∈Zn.[Findings]Further,allquasi-derivativesonZn wereproceededtoclassify.
[Condusions]Inparticular,itisaverypowerfultooltodiscussthevariousunprovenconjecturesinadditiveprimenumbertheory.
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