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装备空投中降落伞配备的数学模型和数值计算
*
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摘要:【目的】根据装备、降落伞的物性参数,考查空投中降落伞配备数量的计算问题。【方法】针对装备空投过程的3个阶

段,通过合理假设和力学分析,分别建立了微分方程组模型。通过构建模型的数值求解方法,并结合不同装备的实际参

数,计算了相应配置的降落伞绳索的最小承载力和伞衣最小面积。【结果】利用优化知识,构建了降落伞与装备的选配模

型,并通过数值计算,对不同装备配置了不同规格的降落伞。【结论】建立的数学模型和数值结果可以加强对空投过程的

理解,对降落伞与装备进行科学配置。
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装备空投是现代战争中一种在前沿阵地快速生成战斗力的有效途径,而装备的空投过程不仅涉及到气动力

学、气固耦合等复杂知识,还涉及到装备的安全性等多个方面的因素。在考虑安全方面,许多文献深入研究了装

备的缓冲装置[1-2]、空投过程的特殊现象[3-4]、流场特性[5-7]、以及降落伞技术的发展[8-9]等。但在降落伞的优化设

计方面,还有许多值得深入研究的地方。理论研究、实验辅助和数值模拟是开展研究的有效方法。在实验辅助

方面尽管目前采用了实地和风洞等实验方法[10-11],但还需要解决结果的普适性、材料的可靠性等问题。另外,对
降落伞选配问题还需要加强理论分析和数值计算[12-16],为实验提供指导性作用。

本文针对降落伞与装备的科学配置问题,从装备空投过程出发,通过合理假设和力学分析等,建立了装备空

投的一般方程组模型和降落伞的选配模型。通过数值计算,获得了不同装备需要配置的降落伞的最小承载力和

伞衣最小面积,以及降落伞的规格。建立的数学模型可以加强对空投过程的理解,对降落伞与装备的科学配置

有积极的指导作用。

1装备空投的一般模型

空投过程除了涉及空气动力学,气固耦合力学和装备属性等基本知识之外,还会受到随机因素的影响,特别

是空气阻力影响和风力影响。空投过程难以建立完全符合实际的数学模型,因此建立模型需要合理简化。本文

假设飞机水平飞行,并且投放装备时滑板与水平线夹角始终保持不变;装备的运动方向始终与装备的底平面垂

直;降落伞在所有充气的过程中瞬间充气完成,并开始工作;不考虑引导伞和牵引伞的重力。

1.1空气阻力系数

由文献[1]可知,空气阻力的计算公式为f=12Cρsv
2,其中C 为空气阻力系数,ρ为空气密度,s为物体的表

面积,v代表物体的运动速度。一般来说,球面的空气阻力系数为0.5,方形面的空气阻力系数为1。
当降落伞的形状为灯泡状时,不容易确定它的阻力系数,于是采用下文所述实验的方法确定降落伞阻力系

数。

1.1.1投放试验 在降落伞投放过程中,测量出它的稳降速度以及当时的空气密度,根据悬挂物体的重力,通过

下式计算降落伞的有效阻力系数为CDy=
G1+G2

1
2ρv

2
dA0

,式中G1 为降落伞质量所产生的重力(单位:N),G2 为悬挂物
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质量所产生的重力(单位:N),vd 为稳降速度(单位:m·s-1),A0 为伞衣名义面积(单位:m2)。

1.1.2风洞试验 将真实伞衣按比例缩小制成模型伞,在风洞内进行试验,测量其阻力,风速及空气密度等数据,

然后按下式计算阻力系数:CD= D
1
2ρv

2A0

,其中ρ代表空气密度,v代表风速,D 代表阻力,CD 表示阻力系数。

1.2装备空投过程的数学模型

建立装备空投的数学模型,关键是对物伞系统进行受力分析,以及确定边界条件。一般来说,装备空投主要

包括3个分过程:一是引导伞拉出牵引伞,牵引伞拉动装备至其离开滑板;二是主伞第一次充气完毕后呈灯泡状

下落,至收口绳被剪断;三是主伞第二次充气完毕后呈完全张满状下落,至接触地面。

图1 第一分过程中装备的受力分析

Fig.1 Forceanalysisofequipmentinthefirstprocess

1.2.1引导伞拉出牵引伞,牵引伞拉动装备至其

离开滑板 对装备进行受力分析,如图1所示。
在此过程装备受到自身的重力G=m1g,滑板的

支持力FN 和滑板对装备的摩擦力fu 以及牵引

伞的拉力T1(牵引伞的拉力方向与装备对地速

度方向相反)。另外,φ表示牵引伞拉直方向与

水平方向的夹角;θ表示飞机滑板方向与水平方

向的夹角。
对于在飞机滑板上运动的装备来说,根据

受力分析,得到运动学方程为m1
dv
dt=Gsinθ+T1cos(φ+θ)-fu,具体简化成如下表达式:

m1
dv
dt=Gsinθ+2ρs2v′

2cos(φ+θ)-μ[Gcosθ-2ρs2v′2sin(φ+θ)],

其中v′表示装备的对地速度,v表示装备相对于飞机的速度。
对于此方程的求解,可采用动力学方程的数值求解法,得到此阶段装备的速度与时间的直接对应关系,继而

求出了装备位移和时间的对应关系(初始条件为位移为0)。最终根据滑板的长度L(即装备的总位移),求出装

备离开滑板的速度V1。

图2 第二个分过程中装备的受力分析

Fig.2 Forceanalysisofequipmentinthesecondprocess

1.2.2主伞第一次充气完毕后呈灯泡状下落,至收口绳被

剪断 对此过程装备的受力进行分析,如图2所示。以地

面为参考系,建立直角坐标系,在此过程装备受到自身的重

力G、空气对于装备的阻力f1(与速度方向相反)、灯泡状主

伞对装备的拉力T2,牵引伞对装备的拉力T1 的作用。θ1
表示装备离开滑板以后速度方向与竖直方向的夹角。

根据牛顿第二定律,分别建立装备在水平速度以及竖

直速度方向的微分方程有

mdvy

dt=G-
(f1+T2+T1)cosθ1,

mdvx

dt=-
(f1+T2+T1)sinθ1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 。

其中G=(m1+m2)g,表示装备和降落伞整个系统的总重量。
假设空气对于降落伞的阻力T1=0.25ρs2v2,空气对装备的阻力为f1=0.5ρs1v2,以及灯泡状主伞的拉力

T2=0.05ρs3v2,联立得

mdvy

dt=
(m1+m2)g-(0.25ρs2v2+0.5ρs1v2+0.05ρs3v2)

vy

v
,

mdvx

dt=-
(0.25ρs2v2+0.5ρs1v2+0.05ρs3v2)

vx

v

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 。

对于此方程的求解,同样采用动力学方程的数值求解法,将初始条件装备离开滑板的速度v1 代入,可获得此

过程装备的速度和时间的对应关系以及装备位移和时间的对应关系(初始条件为位移为0)。
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一般情况下,装备下投之后,降落伞需要5~10s才能够打开,所以据此条件可知此过程的总耗时,继而求出

该阶段的末速度v2 和总位移h2。

图3 第三个分过程中装备的受力分析

Fig.3 Forceanalysisofequipmentinthethirdprocess

1.2.3主伞第二次充气完毕后呈完全张满状下落,至接触地

面 此阶段装备的受力情况同第二个分过程类似,但不是由

灯泡状主伞提供的拉力T2,而是由完全张满状态下主伞提

供的拉力T3=0.25ρs3v2。
根据牛顿第二定理,分别得到装备的水平速度以及竖直

速度与时间的微分方程

mdvy

dt=G-
(f1+T1+T3)cosθ1,

mdvx

dt=-
(f1+T1+T3)sinθ1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 。

由G=(m1+m2)g,并且f1=0.5ρs1v2,T1=0.25ρs2v2,

T3=0.25ρs3v2,联立得

mdvy

dt=
(m1+m2)g-(0.5ρs2v2+0.25ρs2v21+0.25ρs3v2)

vy

v
,

mdvx

dt=-
(0.5ρs1v2+0.25ρs221+0.25ρs3v2)

vx

v

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 。

同样地,采用动力学方程的数值求解法,将初始条件装备在第二个过程的末速度v2 代入,可以得到此阶段装

备的速度和时间的对应关系以及装备位移和时间的对应关系(初始条件为位移为0)。将计算得到的第三个过程

的末速度v3 与装备安全着陆的最大速度5m·s-1比较,即可知该装备着陆是否安全。
终上所述,当装备和降落伞给定以后,影响降落伞下落与装备安全相关的因素有飞机滑板与水平方向的夹

角θ、飞机的飞行速度v0、飞机的飞行高度h0。

2降落伞配备问题的模型及求解

在装备空投时,首先是通过装备的质量和形状,根据建立的模型进行计算,获得降落伞的面积和伞绳的承载

力等,从而确定配备何种型号的降落伞。
设现有6种装备类型,若抽象成长方体,规格(长×宽×高,单位均为m)参数见表1。

表1 不同装备类型的规格参数

Tab.1 Specificationparametersfordifferentequipmenttypes

类型 A B C D E F

质量/t 1 2 3 5 10 15

长×宽×高/m 2.5×1.5×1.8 3×2×2.5 3.5×2×2 3.5×2.5×2.5 4×3×2.5 4×3×2.5

  现假设飞机的水平飞行速度为常数V0(300≤V0≤600,单位:m·s-1),从1000~5000m高空投放这些装

备,装备下投之后,降落伞打开一般需要5~10s。为保证装备安全,装备落地时不能超过5m·s-1。

2.1动力学方程数值求解的推导公式

作直线运动的质点所受的作用力是位置x,速度v和时间t的函数,即F=F(x,v,t),因此质点的动力学方

程的一般形式可写成

d2x
dt2=

F(x,v,t)
m

。 (1)

设质点沿Ox轴运动,在t到t+Δt时间内,位移为Δx,则该时间内平均速度为

v=ΔxΔt=
x(t+Δt)-x(t)

Δt
。 (2)

当Δt取得很小,则v可视为质点在该时间间隔中点时刻t+Δt2
的瞬时速度,即
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vt+Δtæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =x
(t+Δt)-x(t)

Δt
。 (3)

同理在时刻t-Δt2
和t+Δt2

之间,质点的平均加速度为

a=ΔvΔt=
vt+Δtæ

è
ç

ö

ø
÷

2 -vt-Δtæ

è
ç

ö

ø
÷

2
Δt

。 (4)

若Δt取得很小,则a可视为质点在该时间间隔中点时刻t的瞬时加速度,即

a(t)=
vt+Δtæ

è
ç

ö

ø
÷

2 -vt-Δtæ

è
ç

ö

ø
÷

2
Δt

。 (5)

将(1)式表示的加速度代人上式,并改写成有利于迭代的形式,即

vt+Δtæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =vt-Δtæ

è
ç

ö

ø
÷

2 +
F x(t),vt-Δtæ

è
ç

ö

ø
÷

2
,é

ë
êê

ù

û
úút

m
Δt。 (6)

另外,由(3)式可得

x(t+Δt)=x(t)+vt+Δtæ

è
ç

ö

ø
÷

2 Δt。 (7)

(6)式和(7)式就是动力学方程(1)式的数值求解的迭代公式。不难看出,通过递推公式可以由某一时刻的

运动状态x和v 求得与此时相邻的下一时刻的运动状态。以此类推,从初始条件,即从某一已知的时刻t0 的速

度v(t0)和位移x(t0)开始,利用递推公式就可以求得t0 时刻以后任意时刻的速度和位移。

需要注意的是,在作第一次迭代时,(6)式右边的速度不是初值v(t0),而是vt0-Δtæ

è
ç

ö

ø
÷

2
,解决的办法是在从t0

到t0+Δt2
的范围内,对速度取线性近似。

表2 不同类型装备空气阻力的受力面积

Tab.2 Theareaofairresistancefordifferentequipments

类型 A B C D E F

s1/m2 3.75 6 7 8.75 12 12

表3 不同类型装备中牵引伞的表面积

Tab.3 Surfaceareaoftractionparachutefordifferentequipments

类型 A B C D E F

s2/m2 0.3194 0.6388 0.9582 1.5970 3.1941 4.7911

表4 不同类型的装备所需主伞表面积的理论最小值

Tab.4 Theoreticalminimumvalueofthemainumbrella
surfaceareafordifferentequipments

类型 A B C D E F

s3/m2 1430 2862 4297 7168 14346 21531

2.2降落伞配备问题

2.2.1伞绳的最小承载力大小的计算 在1台装备配1只降落伞的条件下,要求空投各类装备需要配备多大面

积的降落伞,才能保证装备安全着陆,以及伞绳的最小承载力大小。

针对此问题,假设空气的密度ρ1=1.2kg·m-3。飞机滑板方向与水平方向的夹角θ=π18
,滑板与飞机的静

摩擦系数u=0.1,滑板长度为8m,主伞的质量

m2=0.1m1,m1 为装备的质量。s1 代表装备的投

影面积,如表2所示。
设牵引伞的牵引比为0.8,根据牵引比的定义

知Tmax=0.8G;又 T=0.25ρs2v2,vmax=v0,所以

Tmax=0.25ρs2v20。于是0.8G =0.25ρs2v20。据此

设飞机分析速度为300m·s-1,可以求出s2 的大

小,如表3所示。
装备受到自身的重力G、空气对于装备的阻力

f1、张满的主伞对装备的拉力T3,牵引伞对装备的

拉力T1 的作用。根据装备受力平衡,得到G=f1+
T1+T3,化简即得(m1+ m2)g = 0.5ρ1s1v23+
0.25ρ1s2v23+0.25ρ1s3v23,末速度v3 小于5m·s-1,
所以可以求出s3 的理论最小值,如表4所示。

然后把主伞表面积的理论最小值代入降落过

程的一般模型进行检验,模型检验结果如表5所示。
从表5可以发现,在设定以上降落伞面积等参数情况下,1000m的降落高度能够使得最终下降速度满足安

全要求。
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表5 不同类型装备降落时的计算结果

Tab.5 Calculationresultswhendifferentequipmentslanding

下降高度/m 类型 A B C D E F

1000
降落所用时间/s 197.7500 197.7240 197.7010 197.6810 197.6620 197.6480

落地速度/(m·s-1) 5 5 5 5 5 5

2000
降落所用时间/s 397.7500 397.7240 397.7010 397.6810 397.6620 397.6480

落地速度/(m·s-1) 5 5 5 5 5 5

  伞绳的最小承载力应等于主伞能够提供的最大拉力。因为整个空投过程中,装备作减速运动,所以主伞能

够提供的最大拉力应出现在主伞第一次充气完毕或第二次充气完毕时。
将主伞表面积的实际最小值代入降落过程的一般模型,可以求出第二个过程的末速度v2、第三个过程的末

速度v3。将v2 代入灯泡状主伞提供的拉力T2=0.05ρs3v2,将v3 代入完全张满状态的主伞提供的拉力为T3=
0.25ρs3v2,得到两个拉力的值,比较两者的值,较大的一个为伞绳的最小承载力。不同类型装备所需降落伞伞绳

的最大承载力如表6所示。

表6 不同类型装备所需降落伞伞绳的最大承载力

Tab.6 Maximumcarryingcapacityoftheumbrellaropefordifferentequipments

类型 A B C D E F

最大拉力/N 10720 21470 32230 53760 107600 161480

表7 两种单伞型号具体参数

Tab.7 Specificparametersoftwosingleumbrella

单伞类别 主伞面积/m2 极限载荷/kg 伞绳数/根 伞包质量/kg

1 730 2270 16 120

2 300 905 16 60

2.2.2降落伞的配备模型及求解 选择合适的降落伞是在空投系统一定约束条件下的一个优化决策问题。在保

证安全系数达到规定标准的情况下,为使降落伞系统阻力浪费最少,本文考虑以降落伞系统有效面积最小为目

标建立优化模型。

1)单只降落伞的参数。多伞系统

的优点是使用中即使有一个或几个伞

不正常工作,也不至于造成整个系统

工作失效。
为便于加工、生产、同时为了形成

快速反应能力,目前各国装备都正在朝

着标准化,通用化方向发展,为了提高

部队战时反应速度,并结合各国伞具实

际装备情况,下面采用两种单伞型号

(具体参数见表7)进行分析。

2)多伞系统的配置模型。由文献

[1]知,多伞系统的效率可以由Ksd=(0.63cosφ+0.35)计算,其中φ取25°~40°最宜。降落伞系统的伞面有效

面积为s=∑
i
si=∑

i
KsdniAi=∑

i

(0.63cosφ+0.35)niAi。 其中ni 表示选用第i(i=1,2)种伞的数量。在满

足安全性要求的基础上,为了减少伞系阻力的浪费,设目标函数应为降落伞系统的有效面积。
当降落伞系统的有效面积s大于各种装备空投时所需要的降落伞的最小面积smin时,才有可能使空投装备

具有安全性,故有效面积限制为∑
i

(0.63cosφ+0.35)niAi≥smin。

多伞系统中单伞的数量不能过多,一般为2~10个[1],否则伞系效率会急剧下降,故单伞数量限制为2≤
ni≤10。

在多伞系统中,着陆速度为v′= n
n-m

·v,式中v表示多伞系统在正常工作情况下的着陆速度;n表示多

伞系统的伞衣数量;m 表示失效伞的数量。基于安全性对着陆速度满足要求 n
n-m

·v≤5≤ n
n-m-1

·v。

设每支降落伞的可靠概率为p0=0.9999,整个系统需满足的可靠系数为0.98,即装备落地安全的概率为

0.98,则称其是可靠的。则在可靠度方面对降落伞数量进行约束为pn-m
0 (1-p0)m≥0.98。

基于上述分析,多伞系统的规划模型如下:

mins=∑
i

(0.63cosφ+0.35)niAi,  
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s.t.

∑
i

(0.63cosφ+0.35)niAi≥smin,

n
n-m

·v≤5≤ n
n-m-1

·v,

pn-m
0 (1-p0)m ≥0.98

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 。

其中2≤ni≤10,25°≤φ≤40°,p0=0.9999。

3)多伞系统的配置。对不同规格的装备,当考虑φ=30°,不考虑可靠性和降落伞的数量限制时,基于模型求

解,所得结果如表8所示。

表8 不同重量装备配备的单只伞面积与数量

Tab.8 Areaandnumberofasingleumbrellafordifferentweightequipments

质量/t

1 2 3 5 10 15

长×宽×高/m 3×2×2.5 3.5×2×2 3.5×2.5×2.5 4×3×2.5 4×3×2.5 3×2×2.5

单伞面积/m2 1431 2865 4302 7176 14363 21557

降落伞配置数 (2,1) (4,1) (7,0) (11,0) (22,0) (30,8)

  在表8中,降落伞配置数的两个分量分别表示两种单伞配置数。显然,表8中后3种装备配置的降落伞数超

过了数量限制。通过对可靠度的检验,表8中后两种装备配置的降落伞数超过了20支,不满足可靠度的限制。
因此,为了满足大质量装备进行空投,必须开发面积更大的标准降落伞。

3结论

本文针对装备空投过程的3个阶段,通过合理假设和力学分析,分别建立了微分方程组模型。针对方程组

模型,构建了数值求解方法,并结合不同装备的实际参数,计算了相应配置的降落伞绳索的最小承载力和伞衣最

小面积。对降落伞与装备的选配问题,利用优化知识,构建了选配模型。通过数值计算,对不同装备配置了不同

规格的降落伞。
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MathematicalModelandNumericalCalculationforAllocatingParachuteinthe
AirdropofEquipment

WUSonglin1,LONGYun1,CHENTiying2,WUDuzhi1

(1.DepartmentofFundamentalStudies,LogisticalEngineeringUniversity,Chongqing401311;

2.MathsGroup,HighSchoolAffiliatedtoSouthwestUniversity,Chongqing400715,China)

Abstract:[Purposes]Accordingtothephysicalparametersofequipmentandparachute,thenumberequippedwithparachutefor
differentequipmentsinairdrop wasstudied.[Methods]Throughreasonablehypothesisand mechanicalanalysis,differential
equationsmodelwasestablishedrespectivelyforthreestagesofequipmentairdrop.Accordingtotheconstructionofnumerical
solutionmethodofthemodelandtheactualparametersofdifferentequipment,theminimumbearingforceofparachuteropesand
theminimumareaofparachutecanopyweregainedbynumericalcalculation.[Findings]Withtheoptimizationofknowledge,the
allocationmodelofselectingtheparachutefordifferentequipmentwasbuilt,andtheallocationresultwasgainedbynumerical
calculation.[Conclusions]Theestablishedmathematicalmodelandthenumericalresultscouldstrengthentheunderstandingforthe
airdropprocess,andhavescientificallocationofparachutefordifferentequipments.
Keywords:parachute;differentialequation;mathematicalmodel;tractionratio;numericalcalculation

(责任编辑 许 甲)

041 JournalofChongqingNormalUniversity(NaturalScience) http://www.cqnuj.cn     Vol.34No.2


