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在退化维修活动下具有多窗口及退化效应的单机排序问题
*
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摘要:【目的】对多窗口和具有退化效应与退化维护活动的单机排序问题进行求解。【方法】假设任务的实际加工时间是关

于该任务加工位置的函数,一个窗口不能包含另一个窗口。由于机器存在退化效应,适时地对机器进行维护能提高机器

的生产效率。一旦维护活动结束,机器恢复到最初状态,并且任务的退化效应更新,机器维护活动持续的时间取决于维护

活动的开始时间。将所有任务分成若干个任务集,任务集个数已知,每一个任务集共用一个窗口。目标是得到每个任务

集最优窗口的位置、大小和最优维护活动的位置及任务的最优加工顺序使得任务的提前惩罚费用、延误惩罚费用、窗口开

始时间及宽度费用之和最小。【结果】证明了此问题可以通过转化为指派问题求得最优解。【结论】并给出一个多项式时

间算法来解该问题。
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随着准时生产概念的出现,准时生产排序模型在排序研究中引起广泛关注。供应商与客户的供应合同中通

常规定一个交货期,在交货期时间内,供应商应将货品提供给客户。在讨论准时生产排序问题时,交货期称为任

务窗口,窗口的左端和右端分别为窗口的开始时间和结束时间。准时生产的理念是任务尽可能在窗口内加工完

成。如果任务在窗口之前加工完成,由于储存等状况会引起提前惩罚;如果任务在窗口之后加工完成,超出规定

的交货时间将导致延误惩罚。根据准时生产理论,任务的提前完成或者延误完成在生产过程中都不被鼓励。关

于不同环境下具有窗口排序问题的研究可参考文献[1-3]。
在实际加工生产过程中,对机器进行定期检修能使机器恢复到初始状态或者提高机器的生产效率。受这种

情况的影响,具有速率改变行为(RMA)的排序问题引起研究者的关注[4-14]。文献[4]研究具有固定维护时间的

单机排序问题,给出了多项式算法求解该问题。最初研究具有维护活动的排序问题中,维护活动持续的时间都

是固定的常数,而现实中维护活动持续时间受多种因素影响,通常假定为关于维护活动开始时间的线性函数。
经典排序模型中,任务的加工时间都是固定的常数,然而考虑到学习效应、退化效应和资源分配等情况,任务的

加工时间不再为固定的常数。文献[5]研究具有一个窗口且任务加工时间可变的单机排序问题,目标是得到窗

口的最优位置和大小、最优压缩任务及最优排序使得提前惩罚、延误惩罚、窗口的位置与大小和加工时间之和最

小。文献[7]研究在单机环境下,具有多窗口以及加工时间可变的排序问题,目标是得到最优窗口的位置和大

小、每个窗口所对应的任务集、最优任务压缩和最优排序使得提前惩罚费用、延误惩罚费用、任务压缩费用和窗

口费用之和最小。文献[14]研究在退化维护活动下具有多工期及退化效应的单机排序问题,目标是得到最优工

期、最优维护位置使得任务提前惩罚费用、延误惩罚费用、工期费用之和最小。本文在文献[14]的基础上,考虑

在退化维护活动下具有多窗口及退化效应的单机排序问题。目标是求出最优任务分组并得到每个任务集最优

窗口的位置、大小和最优维护活动的位置及任务的最优加工顺序使得任务的提前惩罚费用、延误惩罚费用、窗口

开始时间及宽度费用之和。并给出了多项式算法求解该问题。

1问题描述

给定n个独立的任务J={J1,J2,…,Jn},在零时刻已全部到达,所有任务加工不可中断,在一台机器上进行
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加工,一次最多只能加工一个任务。如果任务Jj 在某一排序中排在第r 个位置,那么它的实际加工时间

pjr =pj·raj,aj(>0)表示任务Jj 的退化因子,pj 表示任务Jj 的正常加工时间,j=1,…,n。给定一个排序

π=(J[1],J[2],…,J[n]),d[i]表示多窗口的开始时间,w[i]表示多窗口的结束时间,D[i]=w[i]-d[i]表示多窗口

的长度,i=1,…,m。C[j]表示任务J[j]的完工时间,E[j]=max{0,d[j]-C[j]
}和T[j]=max{0,C[j]-w[j]

}分

别表示任务Jj 的提前和延误,j=1,…,n。假定窗口个数m 已给出,向量集(n1,n2,…,nm)表示m 个给定的整

数,且n=
m

i=1
ni,Ii =ni,Ii 表示第i个任务集,任务集Ii 的窗口为[di,wi],Ii 表示第i个任务集中任务的个

数。定义Ni=
i

k=1
nk,i=1,…,m,N0=0,Ni 表示前i个窗口所对应的任务集中任务总数之和。

维护能提高机器的生产效率。假定维护活动可以在计划范围内的任何位置进行,且维护活动的开始时间和

位置未知。进一步假定:1)维护活动后,机器恢复到初始状态并且退化效应更新。2)机器维护时间是关于机器

开始维护时间的线性函数,表示为f(t)=b+ct,b>0,c≥0,t是维护活动的开始时间。在一个排序中,若任务

Jj 排在维护活动后,则任务的实际加工时间表示为pjr =pj (r-h)aj,h表示排在维护活动之前的任务的位置,

h+1表示排在维护活动后的第一个任务的位置,r 表示任务Jj 在排序中的位置。目标是找到最优d={d1,

d2,…,dm},w={w1,w2,…,wm},I={I1,I2,…,Im}和维护活动的最优位置及最优的任务排序,使得总费用

Z=
m

i=1


Jj∈Ii

(αE[j]+βT[j]+γd[i]+δD[i])最小。其中,α>0,β>0,γ>0(β>γ),δ>0。该问题用三参数描

述法[15]表示为1 ma,pjr =pjraj 
m

i=1


Jj∈Ii

(αE[j]+βT[j]+γdi +δD[i]),其中,ma(maintenance)表示维护

活动。

2准备工作

引理1 最优排序中,在机器上加工的两个连续任务之间无空闲时间,并且第一个任务从零时刻开始加工。

引理2 任意给定d,w 和排序π,存在一个最优任务集划分I={I1,I2,…,Im},使得每部分任务集Ii =
{J[Ni-1+1]

,J[Ni-1+2]
,…,J[Ni]

},i=1,…,m。其中J[r]表示排序π 中排在第r个位置的任务。

引理2的证明与文献[9]中引理1的证明类似。

引理3 任意给定一个排序π,存在最优窗口[di,wi],且di,wi 恰好是任务集Ii 中某个任务的完工时间,即

di=C[ki
],wi=C[ki+q]

,i=1,…,m。

证明  不失一般性,假设i=l,1≤l≤m,C[kl-1]≤dl≤C[kl
],C[kl+q-1]≤wl≤C[kl+q

],Nl-1+1≤kl≤Nl。

下面对Nl-1+1≤h≤kl 这种情况进行证明,其他情况类似可证。定义

Δ1=dl -C[kl-1]
,0≤Δ1 ≤pkl

(kl -h)akl,Δ2=C[kl+q
]-wl,0≤Δ2 ≤pkl+q

(kl+q -h)akl+q。

机器维护活动时间为f(t)=b+ct=b+c(p[1]+p[2]2a[2]+p[3]3a[3]+…+phhah),总费用为:

Z=
m

i=1

Ni

j=Ni-1+1

(αE[j]+βT[j]+γdi+δD[i])=AΔ1+BΔ2+C。

其中

A=α(kl -1-Nl-1)+nlγ-nlδ,B=β(Nl -kl+q +1)-δnl,

C=α[
kl-1

j=h+1

(j-Nl-1-1)pj (j-h)aj +(h-Nl-1)b+(h-Nl-1)c
h

j=1
pjjaj + 

h

j=Nl-1+1

(j-Nl-1-1)pjjaj ] +


l-1

i=1

ki-1

j=Ni-1+1
α(di-C[j]

)+
m

i=l+1

ki-1

j=Ni-1+1
α(di-C[j]

)+ 
Nl

j=kl+q

(Nl -j+1)pj (j-h)aj +


l-1

i=1

Ni

j=ki+q
β(C[j]-wi)+

m

i=l+1

Ni

j=ki+q
β(C[j]-wi)+nlγ [

kl-1

j=h+1
pj (j-h)aj +b+(c+1)

h

j=1
pjjaj ] +
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l-1

i=1
niγdi+

m

i=l+1
niγdi+

l-1

i=1

ki+q

j=ki+1

δnipjjaj +
m

i=l+1

kl+q

j=kl

δnipj (j-h)aj +
kl+q

j=kl

δnlpj (j-h)aj。

显然,A,B 和C 独立于Δ1 和Δ2,C >0,为了使总费用最小,以下情况一定成立:

1)当A >0,B >0时,Δ1=0,Δ2=0;当A >0,B ≤0时,Δ1=0,Δ2=pkl+q
(kl+q -h)akl+q。

2)当A≤0,B>0时,Δ1=pkl
(kl -h)akl,Δ2=0;当A≤0,B≤0时,Δ1=pkl

(kl -h)akl,对于以上情况,

均能得到任务集窗口的开始时间和结束时间为某个任务的完工时间。 证毕

引理4 任意给定排序π,存在最优窗口的开始时间di,以及结束时间wi,满足

di=C[ki
],ki=Ni-1+ ni(δ-γ)/α ,wi=C[ki+q

],ki+q =Ni-1+[ni(β-δ)/β],i=1,…,m,

其中 x 表示不小于x 的最小整数。
引理4的证明与文献[4]中引理3的证明类似。

3最优解

如果维护活动在窗口的开始时间dl 之前进行,1≤l≤m,Nl-1 ≤h≤kl,总费用为:

Z=
m

i=1

Ni

j=Ni-1+1

(αE[j]+βT[j]+γdi+δD[i])=
l-1

i=1
{

Ni-1

j=1
niγp[j]j

a[j]+


ki

j=Ni-1+1

[niγ+α(j-Ni-1-1)]p[j]j
a[j]+ 

ki+q

j=ki+1
niδp[j]j

a[j]+ 
Ni

j=ki+q+1
β(Ni-j+1)p[j]j

a[j]} +


Nl-1

j=1

[βc(Nl -h)+nlγ]p[j]j
a[j]+ 

h

j=Nl-1+1

[α(j-Nl-1-1)+α(h-Nl-1)c+nl(1+c)γ]p[j]j
a[j]+


kl

j=h+1

[α(j-1-Nl-1)+nlγ]p[j]
(j-h)a[j]+ 

kl+q

j=kl+1
nlδp[j]

(j-h)a[j]+ 
Nl

j=kl+q+1
β(Nl-j+1)p[j]

(j-h)a[j]+

α(h-Nl-1)b+nlγb+
m

i=l+1
{

h

j=1

[niγ(1+c)]p[j]j
a[j]+

Ni-1

j=h+1
niγp[j]

(j-h)a[j]+


ki

j=Ni-1+1

[α(j-Ni-1-1)+niγ]p[j]
(j-h)a[j]+ 

ki+q

j=ki+1
niδp[j]

(j-h)a[j]+


Ni

j=ki+q+1
β(Ni-j+1)p[j]

(j-h)a[j]+niγb}。

如果维护活动在窗口[dl,wl]中进行,1≤l≤m,kl ≤h≤kl+p
,总费用为:

Z=
m

i=1
 

Ni

j=Ni-1+1

(αE[j]+βT[j]+γdi+δD[i])=
l-1

i=1
{

Ni-1

j=1
niγp[j]j

a[j]+


ki

j=Ni-1+1

[niγ+α(j-Ni-1-1)]p[j]j
a[j]+ 

ki+q

j=ki+1
niδp[j]j

a[j]+ 
Ni

j=ki+q+1
β(Ni-j+1)p[j]j

a[j]} +


Nl-1

j=1

[γnl +δnl(1+c)]p[j]j
a[j]+ 

kl

j=Nl-1+1

[α(j-Nl-1-1)+δnl(1+c)+γnl]p[j]j
a[j]+


h

j=kl+1

[nlδ(1+c)]p[j]j
a[j]+

kl+q

j=h+1
nlδp[j]

(j-h)a[j]+ 
Nl

j=kl+q+1
β(Nl -j+1)p[j]

(j-h)a[j]+nlδb+


m

i=l+1
{

h

j=1

[niγ(1+c)]p[j]j
a[j]+

Ni-1

j=h+1
niγp[j]

(j-h)a[j]+ 
ki

j=Ni-1+1

[α(j-Ni-1-1)+niγ]p[j]
(j-h)a[j]+


ki+q

j=ki+1
δnip[j]

(j-h)a[j]+ 
Ni

j=ki+q+1

[β(Ni-j+1)]p[j]
(j-h)a[j]+γnib}。

如果维护活动在窗口的结束时间wl 之后进行,1≤l≤m,kl+q ≤h≤Nl,总费用为:

Z=
m

i=1

Ni

j=Ni-1+1

(αE[j]+βT[j]+γdi+δD[i])=
l-1

i=1
{

Ni-1

j=1
niγp[j]j

a[j]+ 
ki

j=Ni-1+1

[niγ+α(j-Ni-1-1)]p[j]j
a[j]+
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ki+q

j=ki+1
niδp[j]j

a[j]+ 
Ni

j=ki+q+1
β(Ni-j+1)p[j]j

a[j]} +
Nl-1

j=1

[nlγ+βc(Nl -h)]p[j]j
a[j]+


kl

j=Nl-1

[α(j-Nl-1-1)+(Nl -h)βc+nlγ]p[j]j
a[j]+ 

kl+q

j=kl+1

[(Nl -h)βc+nlδ]p[j]j
a[j]+


h

j=kl+q+1

[β(Nl -j+1)+β(Nl -h)c]p[j]j
a[j]+

Nl

j=h+1
β(Nl -j+1)p[j]

(j-h)a[j]+β(Nl -h)b+


m

i=l+1
{

h

j=1

[niγ(1+c)]p[j]j
a[j]+

Ni-1

j=h+1
niγp[j]

(j-h)a[j]+ 
ki

j=Ni-1+1

[α(j-Ni-1-1)+niγ]p[j]
(j-h)a[j]+


ki+q

j=ki+1
δnip[j]

(j-h)a[j]+ 
Ni

j=ki+q+1
β(Ni-j+1)p[j]

(j-h)a[j]+niγb]}。

对于已给定l(1≤l≤m),记M =

α(h-Nl-1)+nlγb+
m

i=l+1
niγb(Nl-1 ≤h<kl)

nlδb+
m

i=l+1
niγb(kl ≤h<kl+q

)

β(Nl -h)b+
m

i=l+1
niγb(kl+q ≤h<Nl)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

。于是:

Z=
h

i=1
wjp[j]j

a[j]+
n

i=h+1
wjp[j]

(j-h)a[j]+M。

当Nl-1 ≤h<kl 时,对i=1,…,l-1,wj =

niγ,j=1,2,…,Ni-1

niγ+α(j-Ni-1-1),j=Ni-1+1,…,ki

niδ,j=ki+1,…,ki+q

β(Ni-j+1),j=ki+q +1,…,Ni

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

;

对i=l,wj =

nlγ+(Nl -h)βc,j=1,…,Nl-1

α(j-Nl-1-1)+α(h-Nl-1)c+nlγ(1+c),j=Nl-1+1,…,h
α(j-1-Nl-1),j=h+1,…,kl

nlδ,j=kl +1,…,kl+q

β(Nl -j+1),j=kl+q +1,…,Nl

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

;

对i=l+1,…,m,wj =

niγ(1+c),j=1,…,h
niγ,j=h+1,…,Ni-1

α(j-Ni-1-1)+niγ,j=Ni-1+1,…,ki

niδ,j=ki+1,…,ki+q

β(Ni-j+1),j=ki+q +1,…,Ni

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

。

当kl ≤h≤kl+q 时,对i=1,…,l-1,wj =

niγ,j=1,2,…,Ni-1

niγ+α(j-Ni-1-1),j=Ni-1+1,…,ki

niδ,j=ki+1,…,ki+q

β(Ni-j+1),j=ki+q +1,…,Ni

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

;

对i=l,wj =

γnl +nlδ(1+c),j=1,…,Ni-1

α(j-Nl-1-1)+βnl(1+c)+γnl,j=Nl-1+1,…,kl

nlδ(1+c),j=kl +1,…,h

nlδ,j=h+1,…,kl+q

β(Nl -j+1),j=kl+q +1,…,Nl

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

;
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对i=l+1,…,m,wj =

niγ(1+c),j=1,…,h
niγ,j=h+1,…,Ni-1

α(j-Ni-1-1)+niγ,j=Ni-1+1,…,ki

niδ,j=ki+1,…,ki+q

β(Ni-j+1),j=ki+q +1,…,Ni

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

;

对i=1,…,l-1,wj =

niγ,j=1,…,Ni-1

niγ+α(j-Ni-1-1),j=Ni-1,…,ki

niδ,j=ki+1,…,ki+q

β(Ni-j+1),j=ki+q +1,…,Ni

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

;

对i=l,wj =

nlγ+β(Nl -h)c,j=1,…,Ni-1

α(j-Nl-1-1)+(Nl -h)βc+nlγ,j=Nl-1,…,kl

(Nl -h)βc+nlδ,j=kl +1,…,kl+q

β(Nl -j+1)+β(Nl -h)c,j=kl+q +1,…,h

β(Nl -j+1),j=h+1,…,Nl

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

;

对i=l+1,…,m,wj =

niγ(1+c),j=1,…,h
niγ,j=h+1,…,Ni-1

α(j-Ni-1-1)+niγ,j=Ni-1+1,…,ki

niδ,j=ki+1,…,ki+q

β(Ni-j+1),j=ki+q +1,…,Ni

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

。

为了得到所求问题的最优排序,将所求问题转化为指派问题,令xjr 是一个0/1变量,如果任务Jj 排在第r
个位置上加工时,xjr =1,否则,xjr =0。给定l(1≤l≤m)和h(Nl-1+1≤h≤Nl),指派问题如下:

min [
n

j=1

h

r=1
wrpjrajxjr +

n

j=1

n

r=h+1
wrpj (r-h)ajxjr ]

s.t.
n

r=1
xjr =1,j=1,…,n;

n

j=1
xjr =1,r=1,…,n。

xjr =1或0,j=1,…,n,r=1,…,n。

定理1 问题1 ma,pjr=pjraj 
m

i=1


j∈Ii

(αE[j]+βT[j]+γdi+δD[i])可在O(n4)时间内或O(nm+3)时间

内求出最优解。
证明 若 Ii =ni 提前给定,可在O(n3)时间内求解上述指派问题,维护活动有n种不同的排法,因此,该

问题在O(n4)时间内可解。若 Ii =ni 未提前给定,用(n1,n2,…,nm)表示分配到每个窗口的任务个数,其中

ni(≥1)表示第i个窗口中任务的个数,故每个窗口中任务个数的可能取值为1,2,…,n-m +1。如果知道前

m-1个窗口中所对应的任务总数,由n=
m

i=1
ni 可知第m 个窗口中任务的个数,故(n-m+1)m-1≤nm-1,因此,

该问题在O(nm+3)时间内可解。 证毕

4结论

本文研究了多窗口和具有退化效应与维护活动的单机排序问题。目标是得到最优窗口的位置、大小和最优

维护活动的位置及任务的最优排序,使得任务的提前惩罚费用、延误惩罚费用、窗口开始时间及宽度费用之和最

小,并给出了一个多项式算法求解该问题。
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OperationsResearchandCybernetics

SingleMachineSchedulingwithMultipleCommonDue-windowAssignmentand
AgingEffectunderaDeterioratingMaintenanceActivityConsideration

ZHAOWeiyu,LUOChengxin
(SchoolofMathematicsandSystemsScience,ShenyangNormalUniversity,Shenyang110034,China)

Abstract:[Purposes]Itconsidersmultiplecommondue-windowassignmentandsinglemachineschedulingwithajob-dependentaging
effectandadeterioratingmaintenanceactivity.[Methods]Theprocessingtimeofajobisafunctionaboutitspositionanditsaging
factorinasequence.Oncethemaintenanceactivityhasbeencompleted,themachinewillreverttoitsinitialconditionandtheaging
effectwillstartanew,themaintenancedurationdependsonitsstartingtime.Alljobsweredividedintosomegroups.Everygroup
hasacommondue-window.Theobjectiveistofindthedue-windowpositionandsize,themaintenanceactivitypositionandthejob
sequencetominimizethetotalofearliness,tardiness,thestartingtimeofdue-windowandthesizeofdue-window.[Findings]Itis

provedthattheoptimalsolutioncanbeobtainedbysolvingtheassignmentproblem.[Conclusions]Itintroducesanalgorithmtosolve
theproblem,andprovethattheproblemcanbesolvedinpolynomialtime.
Keywords:scheduling;singlemachine;multiplecommondue-window;agingeffect;deteriorating
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