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带有多个工期窗口及退化维护的单机排序问题
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摘要:【目的】讨论带有多个工期窗口及退化维护的单机排序问题。【方法】工件的加工时间是一个和资源分配、工件在排

序中的位置以及退化效应有关的凸函数。目标是确定多个最优工期窗口的位置和大小、指派给每个工期窗口的工件集

合、分配给每个工件的资源、最优的维修位置和最优的工件排序,最小化提前、误工、工期窗口的开始时间、工期窗口的大

小、资源分配、时间表长的总费用。【结果】证明了带有多个工期窗口及退化维护的单机排序问题仍然是多项式可解的。

【结论】最优算法是可以在O(n4)时间内求出最优解。

关键词:单机排序;多工期窗口;可控加工时间;退化效应;退化维修

中图分类号:O223 文献标志码:A    文章编号:1672-6693(2017)03-0020-08

对于经典排序问题大多数作如下假设:工件的加工时间是不变的。但是在实际生产过程中这种假设条件不

能总是被满足。例如由于机器老化、资源的分配等原因,工件的加工时间会发生相应的改变。由于退化效应,工
件的加工时间越来越长,所以有必要进行机器维修。维修得越晚,机器老化越严重,维修所需的时间越长,即退

化维修。Sidney[1]首先提出了带有工期窗口指派的单机排序问题,其目标是找到工件的最优排序及提前与误工

的最小费用。Janiak等人[2]考虑了一台机器上带有多个模型的工期窗口指派的排序问题,目标是确定提前和误

工及工期窗口大小费用总和的最小值。Wang等人[3]提出了在一台机器上带有共同工期窗口及学习效应和退化

的排序问题,他们引入了算法时间复杂度为 O(nlogn)的最优解法。Kubin和Strusevich[4],Mosheiov和

Sidney[5]假定维修的时间是退化的,即维修得越晚,维修的持续时间约长。本文考虑的是一台机器带有多个工期

窗口及退化维护的排序问题,目标是最小化提前、误工、工期窗口的开始时间、工期窗口的大小、资源分配、时间

表长的总费用。对该问题给出了时间复杂度为O(n4)的最优算法。

1问题描述

设有n 个独立的工件J={J1,J2,…,Jn}在一台机器上加工,所有的工件在零时刻都已到达,且加工不可中

断,机器在每个时刻至多加工一个工件。如果工件Jj 排在第r 个位置上,那么它的实际加工时间由pjr(uj)=

pjraj

uj
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给出,其中aj>0表示工件Jj 的老化因子,uj 为分配给Jj 的资源,k 为非负常数,pj 是正常加工

时间。
本文考虑以下假设:1)生产期间至多有一次维修;2)维修时,机器为空闲且不能进行加工;3)在一个工件完

工之后维修可立即进行;4)维修后,机器立即恢复初始状态;5)维修的时间按开始时间线性增加:f(t)=b+ct,
其中b>0表示基本维修时间,c≥0是维修退化率,t是维修的开始时间。

维修是在第h 个位置即是指在第h 个工件完工后立即进行维修。如果工件Jj 在第r个位置且在维修之后

进行加工,那么它的实际加工时间由pjr(uj)=
pj (r-h)aj

uj
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给出,其中h 为维修位置。n 个工件有m 个不同
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的工期窗口,其中1≤m≤n。进一步假设任一个工期窗口不允许包含另外一个工期窗口。di(≥0)和wi(≥di)
分别表示工期窗口的开始时间和结束时间。Di=wi-di 表示工期窗口的大小(i=1,…,m)。当m=1时,表示

所有的工件有一个共同工期窗口。当m=n 时,表示每个工件都有一个工期窗口。Ii(i=1,…,m)表示指派给

第i个工期窗口的工件集。工件Jj 的提前和误工分别为Ej=max{0,di-Cj}和Tj={0,Cj-wi},其中Jj∈
Ii,Cj 表示工件Jj 的完工时间。目标是确定工期窗口的开始时间d={d1,d2,…,dm},工期窗口的大小D=
{D1,D2,…,Dm},指派给每个工期窗口的工件集I={I1,I2,…,Im},分配给每个工件的资源u={u1,u2,…,

un},维修的最优位置,最优的工件排序,使得下面的目标函数最小:

Z=􀰐
m

i=1
􀰐

j∈Ii

(αEj +βTj +γdi+δDi+Gjuj)+θCmax,

其中,α>0,β>0,γ>0,δ>0,Gj>0,θ>0,且均是给定的常数,分别表示提前、误工、工期窗口的开始时间、工期

窗口大小、资源及时间表长的单位费用。
本文考虑的是有多个工期窗口并且在期间有一次维修的单机排序问题。利用三参数表示法[6],此排序问题

可记为

1 ma,pjr(uj)=
pjraj

uj
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m

i=1
􀰐

j∈Ii

(αEj +βTj +γdi+δDi+Gjuj)+θCmax。

2初步分析

引理1[7] 任给出一个排序π,最优的工期窗口的开始时间di 与结束时间wi 都与某一个工件的完工时间

是一致的。
证明 当所有工件有一个共同工期(即m=1)时,Liman等人[8]以及 Mosheiov和Saring[9]证明了存在最优

的工期窗口的开始时间和结束时间都与某一个工件的完工时间是一致的。证明过程给出工件在加工过程是独

立的,因此对于本问题该证明也同样成立。 证毕

引理2 对于任给的d,D,u,存在最优的I,Ii=(J[Ni-1+1]
,J[Ni-1+2]

,…,J[Ni]
)(i=1,…,m),其中J[r]是

排在第r个位置上的工件。即ni 个连续的工件是以同一个工期窗口为标准的。定义 Ni =􀰐
i

k=1
nk,(i=1,…,

m),并且N0=0,Ni 为指派给前i个工期窗口的工件数量总和。
证明  对于任给的d,D,u,不失一般性,假设存在排序S1=(π1,Jk,Jl,π2),工件Jk 排在Jl 之前。排序

S2=(π1,Jl,Jk,π2),工件Jk 和Jl 交换位置,其中π1π2分别表示局部排序,在S1中JkJl 分别表示排在r和r+1
位置的工件。进一步假设在排序S1和S2中,Jk 在i+1窗口中是提前完工的;Jl 在i窗口中是误工的,其中Jk∈
Ii+1,Jl ∈Ii。

令Cj(S1)和Cj(S2)分别为工件Jj 在S1和S2中的完工时间。通过定义,工件Jk 和Jl 在S1中的完工时间分别

为:Ck(S1)=􀰐
r-1

j=1
p[j]+pkCl(S1)=􀰐

r-1

j=1
p[j]+pk+pl,类似地:Cl(S2)=􀰐

r-1

j=1
p[j]+plCk(S2)=􀰐

r-1

j=1
p[j]+pl+pk。排

序S1 的费用减S2 的费用:α(di+1-Ck(S1))+β(Cl(S1)-wi)-[α(di+1-Ck(S2))+β(Cl(S2)-wi)]=αpl+

βpk >0。因此α(di+1-Ck(S1))+β(Cl(S1)-wi)>α(di+1-Ck(S2))+β(Cl(S2)-wi)。 证毕

引理3 对于任给的I,u,π,存在最优的工期窗口,使得di=C[ki]
和wi=C[ki+hi]

,其中ki=Ni-1+
ni(δ-γ)

α

和ki+hi=Ni-1+
ni(β-δ)

β
(i=1,…,m)。其中[x]表示大于等于x 的最小整数。

证明 当所有工件有一个共同工期窗口时,考虑最优的排序和最优的工期窗口C[k1]=d1 和C[k1+h1]=w1。

用一个小的扰动技巧 Mosheiov和Saring[10],可以得到k1=
n1(δ-γ)

α
和k1+h1=

n1(β-δ)
β

。因为每个工

期窗口之间都是互相不包含的,且每个工件在时间轴上的分布都是独立的,因此上述结论成立。 证毕

根据上述3个引理,能够确定第i个工期窗口前(ki-Ni-1-1)个工件在Ii 中提前完工的,后(Ni-1-ki-
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hi)个工件在Ii 中是误工的。

3最优解法

3.1 Ii =ni 已知的情况

这一部分将确定每个工期窗口的工件集、最优的资源分配、最优的维修位置、最优的工件排序使得目标函数

最小。
假设工件的排序为π=(J[1],J[2],…,J[n])且 Ii =ni 已知,假设向量(n1,n2,…,nm)为m 个正整数被指

定,并且n=􀰐
m

i=1
ni,Ii =ni(i=1,…,m)。注意到虽然 Ii =ni 是假设已知的,但是Ii 中具体包含的任务是未

知的。
假设维修在第l个任务集Il 中工期窗口[dl,wl]之前进行,即Nl-1<h<kl 则有

Z=􀰐
m

i=1
􀰐
j∈Ii

(αEj +βTj +γdi+δDi+Gjuj)+θCmax=

􀰐
m

i=1 {α
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(j-1-Ni-1)
ù

û
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p[j]+(m-l+1)f(t)
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j=1
Gjuj +θ
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α(j-Ni-1-1)
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a[j]

u[j]
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α(j-Nl-1-1)
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􀰐
kl

j=h+1
α(j-Nl-1-1)

p[j]
(r-h)a[j]

u[j]
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i=l+1
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α(j-Ni-1-1)
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β(Ni-j-1)
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j=ki+1
δ
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假设维修在第l个任务集Il 中工期窗口[dl,wl]中进行,即kl≤h<kl+hl 则有

Z=􀰐
m

i=1
􀰐
j∈Ii

(αEj +βTj +γdi+δDi+Gjuj)+θCmax=
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j=1

p[j]r
aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
æ

è
ç

ö

ø
÷+􀰐

l-1

i=1
􀰐

ki+hi

j=ki+1
δ

p[j]r
aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+

􀰐
h

j=kl+1
δ

p[j]r
aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+􀰐
kl+hl

j=h+1
δ

p[j]
(r-h)aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+􀰐
m

i=l+1
􀰐

ki+hi

j=ki+1
δ

p[j]
(r-h)aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+

θ􀰐
h

j=1

p[j]r
aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+θ􀰐
n

j=h+1

p[j]
(r-h)aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+θb+θc􀰐
h

j=1

p[j]r
aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+􀰐
n

j=1
Gjuj =

􀰐
l-1

i=1
􀰐
ki

j=Ni-1+1
α(j-Ni-1-1)

p[j]r
aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+ 􀰐
Ni

j=ki+hi+1
β(Ni-j+1)

p[j]r
aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
æ

è
ç +

􀰐
ki

j=1
γ

p[j]r
aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+ 􀰐
ki+hi

j=ki+1
δ

p[j]r
aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
ö

ø
÷+ 􀰐

kl

j=Nl-1+1
α(j-Nl-1-1)

p[j]r
aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+

􀰐
Nl

j=kl+hl+1
β(Nl -j+1)

p[j]
(r-h)aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+􀰐
kl

j=1
γ

p[j]r
aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+ 􀰐
h

j=kl+1
δ

p[j]r
aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+

􀰐
kl+hl

j=h+1
δ

p[j]
(r-h)aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+􀰐
m

i=l+1

é

ë

ê
ê 􀰐

ki

j=Ni-1+1
α(j-Ni-1-1)

p[j]
(r-h)aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+

􀰐
Ni

j=ki+hi+1
β(Ni-j+1)

p[j]
(r-h)aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+􀰐
h

j=1
γ

p[j]r
aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+􀰐
ki

j=h+1
γ

p[j]
(r-h)aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+

􀰐
ki+hi

j=ki+1
δ

p[j]
(r-h)aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v ù

û

ú
ú +β(Nl -h)b+βc(Nl -h)􀰐

h

j=1

p[j]r
aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+

γ(m-l)b+γ(m-l)c􀰐
h

j=1

p[j]r
aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+θ􀰐
h

j=1

p[j]r
aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+θ􀰐
n

j=h+1

p[j]
(r-h)aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+

θb+θc􀰐
h

j=1

p[j]r
aj

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+􀰐
n

j=1
Gjuj。

假设维修在第l个任务集Il 中工期窗口[dl,wl]之后进行,即kl+hl≤h≤Nl 则有

Z=􀰐
m

i=1
􀰐

j∈Ii

(αEj +βTj +γdi+δDi+Gjuj)+θCmax=

􀰐
m

i=1 {α
é

ë

ê
ê 􀰐

ki

j=Ni-1+1

(j-Ni-1-1)
ù

û

ú
úp[j]+β

é

ë

ê
ê 􀰐

Ni

j=ki+hi+1

(Ni-j+1)p[j]+(Nl -h)f(t)] +

γ
é

ë

ê
ê􀰐

ki

j=1
p[j]+(m-l)f(t)] +δ

æ

è
çç 􀰐

ki+hi

j=ki+1
p[j]

ö

ø
÷÷ +􀰐

n

j=1
Gjuj +θ

æ

è
çç􀰐

n

j=1
p[j]+f(t)

ö

ø
÷÷ } =
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􀰐
l

i=1
􀰐
ki

j=Ni-1+1
α(j-Ni-1-1)

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+􀰐
m

i=l+1
􀰐
ki

j=Ni-1+1
α(j-Ni-1-1)

p[j]
(r-h)a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+

􀰐
l-1

i=1
􀰐
Ni

j=ki+hi+1
β(Ni-j+1)

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+ 􀰐
h

j=kl+hl+1
β(Nl -j+1)

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+

􀰐
Nl

j=h+1
β(Ni-j+1)

p[j]
(r-h)a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+􀰐
m

i=l+1
􀰐
Ni

j=ki+hi+1
β(Ni-j+1)

p[j]
(r-h)a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+

β(Nl -h)b+c􀰐
h

j=1

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
æ

è
ç

ö

ø
÷+􀰐

l

i=1
􀰐
ki

j=1
γ

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+γ(m-l)b+c􀰐
h

j=1

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
æ

è
ç

ö

ø
÷+

􀰐
m

i=l+1
􀰐
h

j=1
γ

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+
æ

è
ç 􀰐

ki

j=h
γ

p[j]
(r-h)a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
ö

ø
÷+􀰐

l

i=1
􀰐

ki+hi

j=ki+1
δ

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+

􀰐
m

i=l+1
􀰐

ki+hi

j=ki+1
δ

p[j]
(r-h)a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+θ 􀰐
h

j=1

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+􀰐
n

j=h+1

p[j]
(r-h)a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
æ

è
ç

ö

ø
÷+

θb+c􀰐
h

j=1

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
æ

è
ç

ö

ø
÷+􀰐

n

j=1
G[j]u[j]=

􀰐
l-1

i=1
􀰐
ki

j=Ni-1+1
α( (j-Ni-1-1)

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+ 􀰐
Ni

j=ki+hi+1
β(Ni-j+1)

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+􀰐
ki

j=1
γ

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+

􀰐
ki+hi

j=ki+1
δ

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
ö

ø
÷+ 􀰐

kl

j=Nl-1+1
α(j-Nl-1-1)

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+ 􀰐
h

j=kl+hl+1
β(Nl -j+1)

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+

􀰐
Nl

j=h+1
β(Nl -j+1)

p[j]
(r-h)a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+β(Nl -h)c􀰐
h

j=1

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+􀰐
kl

j=1
γ

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+

γ(m-l)c􀰐
h

j=1

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+ 􀰐
kl+hl

j=kl+1
δ

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+θc􀰐
h

j=1

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+θ􀰐
h

j=1

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+

θ􀰐
n

j=h+1

p[j]
(r-h)a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+􀰐
m

i=l+1
􀰐
ki

j=Ni-1+1
α( (j-Ni-1-1)

p[j]
(r-h)a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+

􀰐
Ni

j=ki+hi+1
β(Ni-j+1)

p[j]
(r-h)a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+􀰐
h

j=1
γ

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+􀰐
ki

j=h+1
γ

p[j]
(r-h)a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+

􀰐
ki+hi

j=ki+1
δ

p[j]
(r-h)a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
ö

ø
÷+γ(m-l)b+θb+β(Nl -h)b+􀰐

n

j=1
G[j]u[j]

,

引入记号wj,当Nl-1<h<kl 时,M=γ(m-l+1)b+θb,

1)i=1,2,…,l-1,wj=

α(j-Ni-1-1)+γ,j=Ni-1+1,…,ki

δ,j=ki+1,…,ki+hi

β(Ni-j-1),j=ki+hi+1,…,Ni

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

2)i=l,wj=

θ+θc+γ(m-l+1)c,j=1,…,Nl-1

α(j-Ni-1-1)+γ+θ+θc+γ(m-l+1)c,j=Nl-1+1,…,h
α(j-Ni-1-1)+γ+θ,j=h+1,…,kl

δ,j=kl+1,…,kl+hl

β(Nl-j-1),j=kl+hl+1,…,Nl

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

3)i=l+1,…,m,wj=

α(j-Ni-1-1)+γ,j=Ni-1+1,…,ki

δ,j=ki+1,…,ki+hi

β(Ni-j-1),j=ki+hi+1,…,Ni

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

当kl≤h<kl+hl 时,M=γ(m-l)b+β(Nl-h)b+θb,
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1)i=1,2,…,l-1,wj=

γ,j=1,…,Ni-1

α(j-Ni-1-1)+γ,j=Ni-1+1,…,ki

δ,j=ki+1,…,ki+hi

β(Ni-j+1),j=ki+hi+1,…,Ni

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

2)i=l,wj=

γ+βc+γc+θ+θc,j=1,…,Nl-1

α(j-Ni-1-1)+γ+βc+γc+θ+θc,j=Nl-1+1,…,kl

δ+γ+βc+γc+θ+θc,j=kl+1,…,h

δ+θ,j=h+1,…,kl+hl

β(Nl-j+1)+θ,j=kl+hl+1,…,Nl

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

3)i=l+1,…,m,wj=

α(j-Ni-1-1)+γ,j=Ni-1+1,…,ki

δ,j=ki+1,…,ki+hi

β(Ni-j+1),j=ki+hi+1,…,Ni

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

当kl+hl≤h≤Nl 时,M=γ(m-l)b+β(Nl-h)b+θb,

1)i=1,2,…,l-1,wj=

γ,j=1,…,Ni-1

α(j-Ni-1-1)+γ,j=Ni-1+1,…,ki

δ,j=ki+1,…,ki+hi

β(Ni-j+1),j=ki+hi+1,…,Ni

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

2)i=l,wj=

γ+β(Nl-h)c+γ(m-l)c+θ+θc,j=1,…,Nl-1

α(j-Ni-1-1)+γ+β(Nl-h)c+γ(m-l)c+θ+θc,j=Nl-1+1,…,kl

δ+β(Nl-h)c+γ(m-l)c+θ+θc,j=kl+1,…,kl+hl

β(Nl-j+1)+β(Nl-h)c+γ(m-l)c+θ+θc,j=kl+hl+1,…,h

β(Nl-j+1)+θ,j=h+1,…,Nl

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

3)i=l+1,…,m,wj=

γ,j=1,…,Ni-1

α(j-Ni-1-1)+γ,j=Ni-1+1,…,ki

δ,j=ki+1,…,ki+hi

β(Ni-j+1),j=ki+hi+1,…,Ni

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

于是Z=􀰐
h

j=1
wj

p[j]r
a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+􀰐
n

j=h+1
wj

p[j]
(r-h)a[j]

u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

+􀰐
n

j=1
G[j]u[j]+M。

将目标函数对u[j]求偏导使其等于零得到最优资源表达式:

∂Z
∂u[j]

=-v·wj

(p[j]r
a[j])

u[j]
v+1 +Gj,j=1,…,h;

∂Z
∂u[j]

=-v·wj

[p[j]
(r-h)a[j]]
u[j]

v+1 +Gj,j=h+1,…,n;

u*
[j]=

v·wj

Gj

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
v+1
(p[j]r

a[j])
v

v+1,j=1,…,h;

u*
[j]=

v·wj

Gj

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
v+1
(p[j]

(r-h)a[j])
v

v+1,j=h+1,…,n。 (1)

将最优资源表达式(1)式带入目标函数,可得

Z=􀰐
h

j=1
wj p[j]r

a[j]·
G[j]

v·wj

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
v+1

+(v·wj)
1

v+1 (p[j]r
a[j]·G[j]

)v
v+1{ }+

􀰐
n

j=h+1
wj p[j]

(r-h)a[j]·
G[j]

v·wj

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
v+1

+(v·wj)
1

v+1 (p[j]
(r-h)a[j]·G[j]

)v
v+1{ }+M。
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令xjr为0/1变量,当工件Jj 排在第r 个位置加工时xjr=1,否则xjr=0。对于给定的l(1≤l≤m)和
h(Nl-1+1≤h≤Nl),问题可以由以下指派问题解决。

min􀰐
n

j=1
􀰐
h

r=1
wr pjraj· Gj

v·wr

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
v+1

+(v·wr)
1

v+1 (pjraj·Gj)
v

v+1
æ

è
ç

ö

ø
÷xjr +

é

ë
êê

􀰐
n

j=1
􀰐
n

r=h+1
wr pj (r-h)aj·

Gj

v·wr

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
v+1

+(v·wr)
1

v+1 (pj (r-h)aj·Gj)
v

v+1
æ

è
ç

ö

ø
÷xjr

ù

û
úú

􀰐
n

r=1
xjr =1,j=1,2,…,n; 􀰐

n

j=1
xjr =1,r=1,2,…,n

xjr =1或0,j=1,2,…,n,r=1,2,…,n

定理1 问题1 ma,pjr(uj)=
pjraj

uj

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

􀰐
m

i=1
􀰐

j∈Ii

(αEj+βTj+γdi+δDi+Gjuj)+θCmax可以在O(n4)时

间内求出最优解。
证明 首先,由指派问题求出最优的工件排序π*,再由(*)式求出最优的资源分配u*,相应的可以求出

d*,w*。显然,一旦维修的位置h 被确定,可以通过指派问题在O(n3)时间内解决,因为h 可以排在m 个不同

的位置且1≤m≤n,因此问题可在O(n4)时间内解决。 证毕

3.2 Ii =ni 未知的情况

在这一部分中,考虑(n1,n2,n3,…,nm)是未知的,其中d,D,I,π 是决策变量。根据文献[11]中,用P(n,

m)=(n1,n2,n3,…,nm)表示指派给每个工期窗口的工件数量,其中ni≥1表示指派给第i个工期窗口的工件数

量,并且n=􀰐
m

i=1
ni。注意的是,指派给每个工期窗口的工件数量可能是1,2,…,n-m+1,所以当知道前m-1

个工期窗口的工件数量后,那么最后一个工期窗口也相应的被确定。因此P(n,m)的上界是(n-m+1)m-1 ≤
nm-1。

定理2 对 于 给 定 的 常 数 m,如 果 Ii =ni,i=1,2,3,…,m 是 未 知 的,那 么 问 题1 ma,pjr(uj)=

pjraj

uj

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

􀰐
m

i=1
􀰐

j∈Ii

(αEj +βTj +γdi+δDi+Gjuj)+θCmax 可以在O(nm+3)时间内求出最优解。

证明 前一节提出问题1 ma,pjr(uj)=
pjraj

uj

æ

è
ç

ö

ø
÷

v

􀰐
m

i=1
􀰐

j∈Ii

(αEj +βTj+γdi+δDi+Gjuj)+θCmax 可以

在O(n4)时间内求出最优解。另外P(n,m)的上界是(n-m+1)m-1≤nm-1。因此如果 Ii =ni,i=1,2,3,…,

m 未知时,问题可在O(nm+3)时间内求出最优解。 证毕

4结论

本文考虑的是一台机器带有多个工期窗口及退化维护的排序问题,目标是最小化提前、误工、工期窗口的开

始时间、工期窗口的大小、资源分配、时间表长的总费用。对该问题给出了时间复杂度为O(n4)和O(nm+3)的最

优算法。
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OperationsResearchandCybernetics

Single-machineMultipleDue-windowAssignmentandaDeterioratingRate-modifyingActivity

ZHANGHaonan,LUOChengxin
(SchoolofMathematicsandSystemsScience,ShenyangNormalUniversity,Shenyang110034,China)

Abstract:[Purposes]Itconsidersthemultiplecommondue-windowassignmentandsinglemachineschedulingwithajob-dependent
agingeffectanddeterioratingmaintenanceactivity.[Methods]Itassumesthattheprocessingtimeofajobisaconvexfunctionofthe
amountofaresourceallocatedtoit,itspositionintheprocessingsequence,anditsagingeffect.Theobjectiveistofindtheoptimal
due-window,theoptimalmaintenancepositionsoastominimizethetotalcost,whichisafunctionofearliness,tardiness,due-
windowstartingtime,due-windowsize,resourceconsumption,makespan.[Findings]Itshowsthatmultipledue-windowassignment
andadeterioratingrate-modifyingactivityremainspolynomialtimesolvable.[Conclusions]AnditintroducesanefficientO(n4)

algorithmtosolvetheproblem.
Keywords:singlemachinescheduling;multiplecommondue-windows;controllableprocessingtimes;agingeffect;deteriorating
rating-modifyingactivity
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