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一类具有非线性发生率的SIR模型的稳定性和Hopf分支
*
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(1.重庆工商大学 融智学院,重庆400055;2.重庆商务职业学院 财务处,重庆401331)

摘要:【目的】研究了一类具有非线性发生率的SIR传染病模型,分析该系统在非平凡平衡点处的稳定性和 Hopf分支。

【方法】运用正规形理论和中心流形投影定理,讨论了该系统在平衡点处的稳定性。【结果】得到第一Laypunov系数,当

l1(0)>0时,该系统是不稳定的亚临界分支;当l1(0)<0时,该系统是稳定的超临界分支。【结论】得到了系统在非平凡平

衡点附近会产生唯一、稳定的极限环,此时传染病会发生但不会大规模流行。
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传染病的研究早在1932年就开始了,如Kermack和 Mckendrick提出了著名的SIS仓室模型,随后许多学

者作了进一步研究,如文献[1]中研究关于无出生率及有潜伏期的以上模型。文献[2]中研究了一类带有非线性

接触率的SIR传染病模型的稳定性,讨论了传染病模型解的正性和最终有界性,证明了无病平衡点的全局稳定

性。具有种群Logistic增长的传染病动力学模型已经有众多学者进行了研究。文献[3]中讨论了一类具有H-V
型功能性反应函数的模型,讨论了系统的平衡点的稳定性[4];文献[5]中讨论了一类具两斑块效应的SIS传染病

模型的稳定性分析,讨论了模型阈值条件以及地方平衡点局部渐进稳定性并给出了数值模拟验证理论结果的正

确性;Anderson等人讨论了一类具有线性发生率的SIR传染病模型:

dS
dt=-αSI+μ-μS,

dI
dt=αSI-rI-μI,

dR
dt=rI-μR。
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其中,S(t),I(t),R(t)分别表示易感者、染病者和恢复者在t时刻占总人口的比例,这里所有的参数都是正的常

数。μ 表示人口的出生率(死亡率),α表示传染率,r表示患病者的恢复率。文献[6]中分别用不同的方法讨论

系统的平衡点及稳定性,并给出了数值模拟。本研究在上述文献的基础上进行了改进,考虑了一个更接近实际

且复杂的非线性发生率的SIR传染病模型:

dS
dt=rS(1-

S
K
)-βIS2+cI,

dI
dt=βIS2-dI-cI-μI,

dR
dt=μI-dR。
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(1)

其中,S(t),I(t),R(t)分别表示t时刻易感者、感染者和恢复者的数量,r为内禀自然增长率,K 为环境容纳量,

β为传染率,c为恢复率,d 为死亡率,μ 为移出率,系统中所有参数均为正值。本研究利用中心流行计算的投影

法详细讨论了此系统的正平衡点的稳定性和Hopf分支的存在性,利用第一Laypunov系数分析了该系统在非平

凡平衡点附近产生的分支是亚临界分支还是超临界分支的情形。
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根据生态学意义可知,模型的初始条件为:G{(X,Y)X(0)=X0>0,Y(0)=Y0>0}。

1平衡点的存在性和稳定性分析

本节讨论系统(1)在G 内总存在无病平衡点E0(0,0,0)和E1(K,0,0);然后讨论系统平衡点的存在唯一性,

其次给出系统非平衡点的稳定性分析。
定理1 系统满足初始条件的解为正且是有界的。
定理1利用比较原理可证得。

定理2 当K2>
d+c+μ

β
时,系统在G 内存在唯一的非平凡平衡点E2(S*,I*,R*),S*=

d+c+μ
β

,

I*=
r d+c+μ
(d+u)β

1-
d+c+μ
K β

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,R*=μr d+c+μ

d(d+μ)β
1-

d+c+μ
K β

æ

è
çç
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ø
÷÷。

应用线性方程组求解可证明定理2,故将其证明略去。
定理3 无病平衡点E0(0,0,0)是不稳定的。

证明 系统(1)在E0(0,0,0)处的Jacobi矩阵为:A0=
r c 0
0 -d-c-μ 0
0 μ -d
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è
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ø
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,则系统(1)所对应的特征方

程为:(λ-r)(λ+d+c+μ)(λ+d)=0,特征值λ1=r>0;λ2=r-(d+c+μ)<0;λ3=-d<0,故E0(0,0,0)是
不稳定的,为鞍点。 证毕

定理4 当β<
d+c+μ

K2 时,无病平衡点E1(K,0,0)是局部渐近稳定的。

证明 系统(1)在E1(K,0,0)处的Jacobi矩阵为:A1=
-r -βK2+c 0
0 βK2-d-c-μ 0
0 μ -d
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ø

÷
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,则系统(3)所对应的

特征方程为:(λ+r)(λ-βK2+d+c+μ)(λ-d)=0,特征值λ1=-r<0;λ2=-d<0;λ3=βK2-d-c-μ;又

因为β<
d+c+μ

K2 ,从而有βK2-d-c-μ<0,所以λ3 为负实根。故无病平衡点E1(K,0,0)是局部渐近稳定的。

证毕

定理5 当K2>
d+c+μ

β
,β<

2cr d+c+u
K[(d+u)-r(d+2c+u)]

且K β<
2r(d+c+u)

3
2

2r(d+c+u)-1
时,则系统在非平凡

平衡点E2(S*,I*,R*)是局部渐近稳定的。

证明 系统(1)在E2(S*,I*,R*)处的Jacobi矩阵为:

A2=

-r(d+2c+μ)
d+μ

+
2cr d+c+μ
K β(d+μ)

-(d+μ) 0

2r(d+c+μ)
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,

此时系统由特征方程(λ+d)(λ2-Tλ+D)=0的特征根所决定。

令f(λ)=λ2-Tλ+D,其中T=
-r(d+2c+μ)

d+μ
+
2cr d+c+μ
K β(d+μ)

,D=2r(d+c+μ)1-
d+c+μ
K β

æ

è
çç

ö

ø
÷÷。

由文献中非平凡平衡点稳定性条件可知:非平凡平衡点E2(S*,I*,R*)是渐近稳定性的条件是:

λ1=-d<0,f(1)=1-T+D>0,f(-1)=1+T+D>0,D<1。

通过计算可知,当 K2>
d+c+μ

β
时,
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f(1)=1-T+D=1+
r(d+2c+μ)

d+μ
-
2cr d+c+μ
K β(d+μ)

+2r(d+c+μ)1-
d+c+μ
K β

æ

è
çç

ö

ø
÷÷=

1+
K βr(d+2c+μ)-2cr d+c+μ

K β(d+μ)
+2r(d+c+μ)1-

d+c+μ
K β

æ

è
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ø
÷÷>0。

当 β<
2cr d+c+u

K[(d+u)-r(d+2c+u)]
,可以得到:

f(-1)=1+T+D=1-
r(d+2c+μ)

d+μ
+
2cr d+c+μ
K β(d+μ)

+2r(d+c+μ)1-
d+c+μ
K β

æ

è
çç
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ø
÷÷=

K β(d+u)-K βr(d+2c+u)+2cr d+c+μ
K β(d+μ)

+2r(d+c+μ)1-
d+c+μ
K β

æ

è
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当K β<
2r(d+c+u)

3
2

2r(d+c+u)-1
时,可以得到D=2r(d+c+μ)1-

d+c+μ
K β

æ

è
çç

ö

ø
÷÷<1。因此可以得到内禀增长

率对非平凡平衡点局部渐近稳定性的影响。 证毕

定理6 当
d+c+μ

K < β<
2c d+c+μ
K(d+2c+μ)

=β0 时,系统在非平凡平衡点E2(S*,I*,R*)附近产生

Hopf分支[7],则系统(1)所对应的特征方程为(λ+d)(λ2-Tλ+D)=0,特征值λ1=-d,λ2=
T- T2-4D

2
,

λ3=
T+ T2-4D

2
,T=

-r(d+2c+μ)
d+μ

+
2cr d+c+μ
K β(d+μ)

,D=2r(d+c+μ)× 1-
d+c+μ
K β

æ

è
çç

ö

ø
÷÷>0。当

d+c+μ
K <β<

2c d+c+μ
K(d+2c+μ)

=β0 时,很容易看出特征值有纯虚部。这里 β=β0=
2c d+c+μ
K(d+2c+μ)

,因此特

征方程有一对共轭复根。特征值为λ2,3=±iω0,又因为dT(β)
dβ β=β0

=
r d+c+μ

Kβ
3
2

>0。此时非退化性条件成

立,因此有Hopf分支产生,当β经过β0 时系统的稳定性发生变化。

2Hopf分支及其稳定性

应用中心流行计算投影法[8]讨论系统在非平凡平衡点E2 处的稳定性,把非平凡平衡点E2(S*,I*,R*)转
化到原点,设x=S-S*,y=I=I*,z=R-R*,系统(1)可以写为:

dx
dt=rS*+

r
KS*2-cI*æ

è
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ø
÷+r-

2rS*

K
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è
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ø
÷x-

r
Kx2-cy-β(y+I*)(x+S*)2,

dy
dt=β

(y+I*)(x+S*)2-(d+c+μ)(y+I*),

dz
dt=μ

(y+I*)-d(z+R*)。
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(2)

把系统(2)进行化简得:

dx
dt= r-

2rS*

K -2βS*I*æ

è
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ø
÷x-

r
K +βI*æ

è
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ø
÷x2-(c+βS*2)y-βx2y,

dy
dt=2βS*I* +(βS* -d-c-μ)y+βI*x2+2βS*xy+βx2y,

dz
dt=μy-dz。
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(3)

此时系统(3)可以表示为
dξ
dt=Aξ+

1
2B
(ξ,ξ)+

1
6C
(ξ,ξ,ξ),其中A=A(β0),B 和C 分别表示多重线性向量函

数,在平面上有向量ξ=(ξ,ξ)T,η=(η,η)T,ζ=(ζ,ζ)T,这里A(β0)的矩阵可以表示为:
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A(β0)=

0 -(d+μ) 0
ω2
0

d+μ
0 0

0 μ -d
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设q∈C2 是A(β0)对应于特征值λ1 的特征向量,qA(β0)=λ1q。p∈C2 是转置矩阵AT(β0)的特征值λ2 对

应的特征向量,pAT(β0)=λ2p。
为求适当的特征向量:Aq=iωq,ATp=-iωp。
可将p 关于q标准化,应该尺度化这些向量,即<p,q>=1可得到:

q=

d+μ
-iω0

-iω0u
iω0+d

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,p=

-
1

2(d+μ)

i
2ω0

0
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÷
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÷
÷÷

。

多重线性向量函数B(x,y)和C(x,y,z)是x,y,u∈R2 在坐标下的表达式为:

Bi(x,y)=􀰐
n

j,k=1

∂2Fi(ξ)
∂ξj∂ξk ξ=0

xjyk;Ci(x,y,z)= 􀰐
n

j,k,l=1

∂3Fi(ξ)
∂ξj∂ξk∂ξl ξ=0

xjykzl,

于是

B(zq+zq,zq+zq)=z2B(q,q)+2zzB(q,q)+z2B(q,q),
其中,q=q(0),p=p(0),故g(z,z,0)中二次项的Taylor系数gkl,k+l=2可用下面公式表示:

g20=<p,B(q,q)>,g11=<p,B(q,q)>,g02=<p,B(q,q)>。

类似地,计算C 得:g21=<p,C(q,q,q)>。
通过计算可以得到:

B(q,q)=
B1(q,q)

B2(q,q)

B3(q,q)

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
=

- r
K+βI

*æ

è
ç

ö

ø
÷(d+μ)2

βI*(d+μ)2-2iω0βS*(d+μ)

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
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ø

÷
÷
÷
÷

,

B(q,q)=

B1(q,q)

B2(q,q)

B3(q,q)

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

=
- r

K+βI
*æ

è
ç

ö

ø
÷(d+μ)2

βI*(d+μ)2

0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,

C(q,q,q)=
-iω0β(d+μ)2

iω0β(d+μ)2

0

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
。

求解对应的线性系统得:

A-B(q,q)=

βI*

ω2
0
(d+μ)3

r
K+βI

*æ

è
ç

ö

ø
÷(d+μ)

μ
d

r
K+βI

*æ

è
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ø
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÷
÷
÷
÷
÷
÷
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,

(2iω0E-A)-=

-
2i
3ω0

d+μ
3ω2

0
0

-
1

3(d+μ)
-
2i
3ω0

0

- μ
3(d+μ)(2iω0+d) -

2iμ
3ω0(2iω0+d)

1
2iω0+d

æ
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,
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(2iω0E-A)-B(q,q)=

2βS*

3
(d+μ)+

2βI*

3ω2
0
(d+μ)3+i

2
3ω0

r
K+βI

*æ

è
ç
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ø
÷(d+μ)2-

4βS*

3ω0
(d+μ)2
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3

r
K+βI

*æ
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÷(d+μ)2-

2
3βS

*(d+μ)-i
2
3ω0βS*+

4βI*
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(d+μ)2
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3(2iω0+d)

r
K+βI

*æ

è
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ø
÷(d+μ)-

2
3μβS

*(d+μ)-i
4μω0βS*

3(2iω0+d)+
4μβS*
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,

g21=<p,C(q,q,q)>=
iω0β(d+μ)

2 -β
(d+μ)2

2
。

通过计算可以得到:

B(q,(2iω0E-A)-B(q,q))=

-
2βS*

3
r
K+βI

*æ

è
ç
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ø
÷(d+μ)2-

2βI*
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K+βI
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由公式得第一Laypunov系数[9]的不变表达式:

L1(β0)=
1
2ω0
Re(<p,C(q,q,q)>-2<p,B(q,A-B(q,q))>+<p,B(q,(2iω0E-A)-B(q,q))>)=

1
2ω0
Re(g21-2<p,B(q,A-B(q,q))>+<p,B(q,(2iω0E-A)-B(q,q))>)=

1
2ω0
Re
iω0β(d+μ)

2 -β
(d+μ)2
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由文献[10]中分支稳定性理论可知:当分支参数处于临界值时,如果l1(0)>0,则系统在非平凡平衡点

E(S*,I*,R*)处产生Hopf分支是不稳定的亚临界分支;如果l1(0)<0,则系统在非平凡平衡点E(S*,I*,R*)
处产生Hopf分支是稳定的超临界分支,此系统产生唯一、稳定的极限环。出现稳定的周期解,意味着染病者和

恢复者数量基本稳定,但是有小振幅周期振荡现象,此时传染病会发生但不会大规模流行。
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StabilityandHopfBifurcationofanSIRModelwithNonlinearIncidenceRate

DOUZhongli1,ZHAOLiangyu2

(1.CollegeofRongzhi,ChongqingTechnologyandBusinessUniversity,Chongqing400033;

2.FinanceDepartment,ChongqingBusinessVocationalCollege,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Itpresentsaclassofmodel,whichhoststheSIRcontagionwiththenonlinearincidencerate,andthestability
andHopfbranchatnontrivialequilibriumpointhavebeenanalyzed.[Methods]Thenormalformtheoryandcentermanifoldprojec-

tiontheoremhavebeenemployedtodiscussthestabilityattheequilibriumpointinthissystem.[Findings]Thissystemisnotthe

stablesubcriticalbranchwhenthefirstLaypunovcoefficientl1(0)>0,whilethesystemhoststhestablesupercriticalbranchif

l1(0)<0.[Conclusions]Theinvestigationindicatesthattheuniqueandstablelimitcycleofthesystemisgenerate,andthecontagion

wouldbeoccurbutnotbepopular.

Keywords:nonlinearincidencerate;nontrivialequilibriumpoint;Hopfbifurcation;projectedtheoremofcentermanifoldcomputa-

tion
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