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具有一般截断因子和资源约束的单机工期窗口排序问题
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摘要:【目的】研究具有一般的与任务有关的截断学习效应的凸资源单机窗口排序问题。【方法】任务的实际加工时间是所

获得的资源量、与任务有关的学习效应以及控制参数的函数。在资源总量有限的条件下确定最优资源分配方案、最优公

共工期窗口的位置及大小、最优的任务排序,使得由工件的提前惩罚、延误惩罚、窗口的开始时间和宽度、时间表长等构成

的总费用最小。【结果】在上述总费用具有上界的前提下,求出最优决策变量使得资源总费用最小。【结论】分别给出了求

解相应问题的多项式时间最优算法。
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排序问题是一类重要的组合最优化问题,在运筹学、计算机科学、管理科学与工业生产等领域有广泛应用。
在经典排序模型中,工件的加工时间是固定的,是与加工位置和资源分配无关的常数。然而在实际问题中,工件

的加工时间可能会在分配给工件一定资源(如人力、电力、催化剂等)后相应缩短,或者由于操作人员经过反复重

复加工而提高了技术后,工作效率提高,加工时间缩短。这一现象被称为学习效应。具有学习效应和资源分配

的排序问题在工业生产加工等实际环境中有广泛应用,近年来得到了广泛研究。然而当学习效应不受限制时,
排在后面加工的工件的实际加工时间将会快速地接近于零,这显然是不合理的。因此文献中提出了截断控制参

数来克服上述不足。截断控制参数模型的提出,客观地反映应了人类学习效应的局限性。生产效率随着工作人

员操作水平的熟练而提高的幅度不是无限的,因此文献中提出了截断控制参数研究有学习效应的问题更合乎实

际。近年来具有学习效应和对于学习效应作适当控制的排序问题得到了广泛研究
[1-5]。文献[1]研究具有学习

效应和资源分配的工期指派单机排序问题;文献[2]在公共流窗口假设下研究具有学习效应和资源分配的工期

指派单机排序问题,给出了多项式时间的最优算法;文献[5]研究具有截断学习效应的单机排序问题,给出了多

项式时间的算法。
近20多年,由于现代运营管理理念的引进,具有公共工期或工期窗口的排序问题逐渐引起了研究者的重

视。在这类排序问题中,如果一个工件在它的工期窗口之前完成加工,那么它需要承担一部分的提前惩罚费用,
相应地,如果一个工件在它的工期窗口之后完成加工,那么它需要承担一部分的延误惩罚费用。Panwalkar等

人
[7]首先研究了带有公共工期的排序问题,目标是最小化提前惩罚、延误惩罚和工期的开始时间的总费用。自

此之后,在不同环境下的带有公共工期或工期窗口的排序问题被陆续研究
[6-7]。文献[6-7]分别在不同条件下研

究含有工期或工期窗口排序问题,相应地得到了多项式时间的最优算法。
具有资源分配的排序问题近年来得到了高度的重视。相关的研究论文十分丰富

[8-16]。其中文献[8]比较全

面地介绍了关于可控处理时间的研究论文,包含近期的绝大多数研究成果。
本文研究具有一般的与任务有关的截断学习效应的凸资源单机窗口排序问题。模型中任务的实际加工时间是

所获得的资源量,与任务有关的学习效应以及控制参数的函数。目标是在资源总量(或与任务及排序等有关的一个

总费用)有限的条件下,确定资源分配方案、公共工期窗口的位置及大小、任务排序,使得由工件的提前惩罚、延误惩
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罚、窗口的开始时间和宽度、时间表长等构成的总费用(或总的资源费用)最小。本文在文献[10]的基础上进一步研

究与工期窗口有关的带有截断控制参数的单机排序问题。因为增加了窗口,所以目标函数与文献[10]不同,包含提

前和误工费用以及窗口费用。同样给出了多项式时间的最优算法,并给出算例说明算法的应用。

1问题描述

设有n 个独立的任务(工件)J={J1,J2,…,Jn}在一台机器上加工,所有任务在零时刻都已到达。机器在

同一时刻最多只能加工一个工件,工件加工不允许中断。用pA
jr
(uj
)表示任务Jj 排在位置r 上的实际加工时

间,它是资源消耗量uj 的凸函数

pA
jr
(uj
)=

wjmax{fj
(r),aj

}
uj
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è
ç

ö

ø
÷

k

,uj >0。 (1)

其中,wj 为工件Jj 的负荷,aj
(0<aj<1)为工件Jj 截断控制参数,uj 是分配给工件Jj 的资源量,fj

(r)是工件

Jj 在位置r加工的学习效应,满足0<fj
(r+1)<fj

(r)≤1,j,r=1,2,…,n;k 是正常数。用pA
j 表示任务Jj

的实际加工时间,定义π=(J1,J2,…,Jn)为一个资源分配u=(u1,u2,…,un)所确定的工件排序,Cj=Cj
(π)

表示Jj 的完工时间,Cmax=max{Cj j=1,…,n}表示时间表长。考虑所有工件都有一公共工期窗口[d,w],
Ej=max{0,d-Cj

},Tj=max{0,Cj-w}分别表示工件Jj 的提前量和延迟量,D=w-d 为工期窗口的大小。

本文研究的第一个问题是在资源总量有限制,即
n

j=1
u[j]≤U 的前提下,决定最优工期[d,w],最优资源分

配方案u=(u1,u2,…,un)及最优排序π使得总消耗费用Z1(π,d,D,u)=
n

j=1

(αEj+βTj+γd+δD)+θCmax最

小,其中α>0,β>0,γ>0,δ>0,θ>0为给定常数。用三参数表示法
[11]表示如下:

1|pA
jr
(uj
)=

wjmax{fj
(r),aj

}
uj

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

,
n

j=1
u[j]≤U|Z1。 (2)

  研究的第二个问题是在由任务的提前、延误等构成的总费用
n

j=1

(αEj+βTj+γd+δD)+θCmax不大于常数

L 的前提下,决定最优工期[d,w],最优资源分配方案u=(u1,u2,…,un)及最优排序π 使得总资源消耗费用

Z2(π,d,D,u)=
n

j=1
vjuj 最小,其中vj

(>0)为资源分配量uj 的单位费用。用三参数表示法表示如下:

1|pA
jr
(uj
)=

wjmax{fj
(r),aj

}
uj
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è
ç
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ø
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k

,
n

j=1

(αEj +βTj +γd+δD)+θCmax≤L|Z2。 (3)

2最优解的性质

下述几个重要结论给出了最优解所具有的性质,它们对于得到最优算法是必不可少的。首先,引理1的结

论是显然的。
引理1 存在一个最优排序,其中首个任务开始加工时间为0,且两个相邻任务之间无空闲时间。
引理2 对于固定排序π=(J[1],J[2],…,J[n])和资源分配方案u=(u1,u2,…,un),存在最优工期窗口,其

开始时间d 和结束时间w 分别与某个工件的完工时间一致,即d*=C[l],w
*=C[l+m],其中l=

n(δ-γ)
α

,

l+m=
n(β-δ)

β
。此处x 表示大于或等于x 的最小整数。

证明 不妨设任务排序为π=(J1,J2,…,Jn),且Cl-1≤d≤Cl,Δ1=d-Cl-1,0≤Δ1≤p
A
l(ul);Cl+m-1≤

w≤Cl+m,Δ2=w-Cl+m-1,0≤Δ2≤p
A
l+m(ul+m)。

计算出总费用为:

Z1=
n

j=1

(αEj +βTj +γd+δD)+θCmax=α
l-1

j=1
Ej +β

n

j=k+m
Tj +

n

j=1
γd+

n

j=1
δD+θ

n

j=1
pA

j
(uj
)=

α(l-1)Δ1+α
l-1

j=1

(j-1)pA
j
(uj
)-β(n+1-l-m)Δ2+

n

j=l+m
β(n-j+1)pA

j
(uj
)+nγΔ1+

l-1

j=1
nγpA

j
(uj
)+
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nδ(Δ2-Δ1)+
l+m-1

j=l
nδpA

j
(uj
)+θ

l-1

j=1
pA

j
(uj
)+θ

l+m-1

j=l
pA

j
(uj
)+θ

n

j=l+m
pA

j
(uj
)=AΔ1+BΔ2+C,

其中,

A=α(l-1)+n(γ-δ),B=nδ-β(n+1-l-m),

C=
l-1

j=1

[α(j-1)+nγ+θ]pA
j
(uj
)+

l+m-1

j=l

(nδ+θ)pA
j
(uj
)+

n

j=l+m

[β(n-j+1)+θ]pA
j
(uj
)。

  由此可得知:当A≥0,B≥0,取Δ1=Δ2=0;当A≥0,B<0,取Δ1=0,Δ2=p
A
l+m(ul+m);当A<0,B≥0,取

Δ1=p
A
l(uj

),Δ2=0;当A<0,B<0,Δ1=p
A
l(ul),Δ2=p

A
l+m(ul+m)。

上述几种情形都表明窗口开始时间d 和结束时间w 分别与某个工件的完工时间一致。
至于如何确定l,l+m 的表达式,证明过程与参考文献[2]中的情形类似。 证毕

3问题(1)的最优解

由引理1和引理2,对于固定排序π=(J[1],J[2],…,J[n])和资源分配方案u=(u1,u2,…,un),有:

Z1=
n

j=1

(αEj +βTj +γd+δD)+θCmax=α
l

j=1

(C[l]-C[j]
)pA

jr
(uj
)+β

n

j=l+1

(C[j]-C[l+m])p
A
jr
(uj
)+


l

j=1
nγpA

jr
(uj
)+

l+m

j=l+1
nδpA

jr
(uj
)=

l

j=1

[α(j-1)+nγ+θ]pA
jr
(uj
)+

l+m

j=l+1

(nδ+θ)pA
jr
(uj
)+


n

j=l+m+1

[β(n-j+1)+θ]pA
jr
(uj
)=

n

j=1
jpA

jr
(uj
)=

n

j=1
j

w[j]max{f[j]
(j),a[j]

}
u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

,

其中,

j =
α(j-1)+nγ+θ,j=1,…,l,

nδ+θ,j=l+1,…,l+m,

β(n-j+1)+θ,j=l+m+1,…,n。

ì

î

í

ïï

ïï

(4)

  引理3 对于固定排序π=(J[1],J[2],…,J[n]),最优资源分配方案u*=(u*
1 ,u

*
2 ,…,u

*
n )由下式给出:

u*
[j]=

( j)
1

k+1 w[j]max{f[j]
(j),a[j]

}( )
k

k+1


n

j=1

( j)
1

k+1 w[j]max{f[j]
(j),a[j]

}( )
k

k+1

U,j=1,2,…,n。 (5)

  证明 由于Z1=
n

j=1
j

w[j]max{f[j]
(j),a[j]

}
u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

是关于u[j]的凸函数,从而最优资源u必使
n

j=1
u=U,从

而可使用拉格朗日乘子法求解。对于任意给定排序π=(J[1],J[2],…,J[n]),拉格朗日函数为

L(u,λ)=
n

j=1
j

w[j]max{f[j]
(j),a[j]

}
u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

+λ 
n

j=1
u[j]-U{ }。 (6)

其中,λ为拉格朗日乘子。对(6)式中的变量分别求偏导,并令其为零得到:

∂L(u,λ)
∂λ =

n

j=1
u[j]-U=0, (7)

∂L(u,λ)
∂u[j]

=λ-
k j [w[j]max{f[j]

(j),a[j]
}]k

uk+1
[j]

=0,j=1,2,…,n。 (8)

由(7),(8)式可得:

u[j]=u[1]
j

1
( )

1
k+1 w[j]max{f[j]

(j),a[j]
}( )

k
k+1

w[1]max{f[1](1),a[1]}( )
k

k+1

,j=1,…,n。 (9)

将(9)式代入(7)式得:

u[1]=
( [1])

1
k+1 w[1]max{f[1](1),a[1]}( )

k
k+1


n

j=1

( [j])
1

k+1 w[j]max{f[j]
(j),a[j]

}( )
k

k+1

U。 (10)
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将(10)式代入(9)式即可得(5)式。 证毕

现在将(5)式代入Z1 的表达式,得Z1=U
-k é

ë

ê
ê

n

j=1

( j)
1

k+1 w[j]max{f[j]
(j),a[j]

}( )
k

k+1
ù

û

ú
ú

k+1

。注意到U>0,

k>0都是已知常数,于是上述问题等价于最小化函数f=
n

j=1

( j)
1

k+1 w[j]max{f[j]
(j),a[j]

}( )
k

k+1。

令yjr=
1,若工件Jj 被排在r位置上

0,若工件Jj 没有被排在r位置上{ ,则问题(1)转化为下述指派问题:

min
n

j=1

n

r=1

( r)
1

k+1 wjmax{fj
(r),aj

}( )
k

k+1yjr
, (11)

s.t.
n

r=1
yjr =1,j=1,2…,n, (12)


n

j=1
yjr =1,r=1,2,…,n, (13)

yjr =1或0,j,r=1,2,…,n。 (14)
因此,对于问题 (1),可以给出如下最优算法。

算法1 第一步,根据引理2,求出最优窗口位置l,l+m;第二步,解指派问题(11)~(14)求出最优排序π*;
第三步,根据(5)式,求出排序π*下的最优资源分配u*=(u*

1 ,u
*
2 ,…,u

*
n );第四步,根据引理2,确定最优工期

d*=C[m],w
*=C[l+m],D

*=w*-d*。

定理1 对于问题1|pA
jr
(uj
)=

wjmax{fj
(r),aj

}
uj

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

,
n

j=1
uj≤U|Z1,利用算法1可以通过求解指派问题

在O(n3)时间内求得最优解。
证明 上面的分析保证定理1结论的正确性。第一步可在O(1)时间内完成,第二步可在O(n3)时间内完

成,第三步和第四步分别需要O(n)时间,因此算法总的时间复杂性为O(n3)。 证毕

  例1 考虑n=6,α=3,β=15,γ=5,δ=6,θ=1,

k=1,U=30。其他数据在表1中给出。指派问题(11)~
(14)式中系数:

cjr =( r)
1

k+1 (wjmax{fj
(r),aj

})
k

k+1,
计算结果在表2中给出,其中根据(4)式计算出

(w1,w2,w3,w4,w5,w6)=(31,34,37,37,31,16)。

  计算结果如下:

1)由引理1得

l=n(δ-γ)/α =2,l+m=n(β-δ)/β =4。

  2)解指派问题(11)~(14)得最优工件排序为π*=
[J5,J4,J1,J6,J2,J3],最优目标值为

18.25+21.78+16.00+17.49+21.56+18.42=113.50。

  3)由(5)式得出最优资源分配为

u* =(u*
5,u

*
4,u

*
1,u

*
6,u

*
2,u

*
3)=

(5.51,4.46,4.65,5.75,5.55,4.08)。

  4)由引理2得:

d* =p[1](u
*
[1])+p[2](u

*
[2])=4.96,

D* =p[3](u
*
[3])+p[4](u

*
[4])=4.33,

ω* =d* +D* =9.29,

表1 例1的数据

Tab.1 Thedateofexample1

Jj J1 J2 J3 J4 J5 J6

Wj 12 18 20 10 15 16

fj
(r)r-0.32 r-0.22 r-0.12

0.90
r-1

0.85
r-1

0.95
r-1

aj 0.75 0.85 0.80 0.90 0.95 0.85

表2 例1中的Cjr值

Tab.2 TheCjrvaluesofexample1

j
r

1 2 3 4 5 6

1 19.28 18.06 18.25 18.25 16.70 12.00

2 23.62 22.94 23.80 23.80 21.78 15.65

3 24.90 25.01 25.52 25.08 22.68 16.00

4 17.60 17.49 18.25 18.25 16.70 16.00

5 21.56 22.01 22.96 22.96 21.02 15.10

6 22.27 22.73 23.40 18.42 20.53 14.75
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最优目标值为Z1(π
*,d*,D*,u*)=U-k é

ë

ê
ê

n

j=1

( j)
1

k+1 w[j]max{f[j]
(j),a[j]

}( )
k

k+1
ù

û

ú
ú

k+1

=
(113.50)2

30 =429.40。

4问题(2)的最优解

本节中在
n

j=1

(αEj+βTj+γd+δD)+θCmax的总和不大于常数L 的前提下,决定最优工期窗口[d,w],最

优资源分配方案u=(u1,u2,…,un)及最优排序π 使得总资源消耗费用最小。

类似于上一节的推导,有
n

j=1

(αEj +βTj+γd+δD)+θCmax=
n

j=1
j

w[j]max{f[j]
(j),a[j]

}
u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

,从而约束

条件化为


n

j=1
j

w[j]max{f[j]
(j),a[j]

}
u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

≤L。 (15)

  引理4 对于固定排序π=(J[1],J[2],…,J[n]),最优资源分配方案u*=(u*
1,u

*
2,…,u

*
n),由

u*
[j]=

1
k+1
j

L
1
kv

1
k+1
[j]

w[j]max{f[j]
(j),a[j]

}( )
k

k+1( )
n

j=1

1
k+1
j v

k
k+1
[j] w[j]max{f[j]

(j),a[j]
}( )

k
k+1,j=1,2,…,n  (16)

确定,其中 j 由(4)式确定。
证明 由于约束不等式(15)式左端是关于u[j]的凸函数,从而最优资源u 必使(15)式取等号,从而可使用拉

格朗日乘子法求解。对于给定排序π=(J[1],J[2],…,J[n]),拉格朗日函数为

L(u,λ)=
n

j=1
v[j]u[j]+λ 

n

j=1
j

w[j]max{f[j]
(j),a[j]

}
u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

-L{ }, (17)

其中,λ为拉格朗日乘子。对(17)式中的变量分别求偏导,令其等于零得到:

∂L(u,λ)
∂λ =

n

j=1
j

w[j]max{f[j]
(j),a[j]

}
u[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

-L=0, (18)

∂L(u,λ)
∂u[j]

=v[j]-
kλ j w[j]max{f[j]

(j),a[j]
}( )

k

uk+1
[j]

=0,j=1,2,…,n。 (19)

由(18),(19)式可得:

u[j]=(kλ)
1

k+1 j

v[j]

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
k+1

w[j]max{f[j]
(j),a[j]( )

k
k+1, (20)

(kλ)
1

k+1=L-
1
k {

n

j=1

1
k+1
j v

k
k+1
[j] w[j]max{f[j]

(j),a[j]
}( )

k
k+1}

1
k

。 (21)

由(20),(21)式即可得(16)式。 证毕

将(16)式代入目标函数Z2,得Z*
2(π,d,D,u

*)=L-
1
k

æ

è
çç

n

j=1

1
k+1
j v

k
k+1
[j] w[j]max{f[j]

(j),a[j]
}( )

k
k+1

ö

ø
÷÷

1+
1
k

。注

意到L >0,k>0都是已知常数,从而上式右边与函数
n

j=1

1
k+1
j v

k
k+1
[j] w[j]max{f[j]

(j),a[j]
}( )

k
k+1 同时取得最小

值,于是上述问题等价于最小化下述函数g=
n

j=1

( j)
1

k+1 w[j]max{f[j]
(j),a[j]

}( )
k

k+1,因此问题(2)等价于下述

指派问题:

min
n

j=1

n

r=1

1
k+1r v

1
k+1
j wjmax{fj

(r),aj
}( )

k
k+1yjr

, (22)

s.t.
n

r=1
yjr =1,j=1,2,…,n, (23)
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n

j=1
yjr =1,r=1,2,…,n, (24)

yjr =1或0,j,r=1,2,…,n。 (25)
因此,对于问题(2)可以给出如下最优算法。
算法2 第1步,根据引理2,求出最优窗口的位置l,l+m;第2步,解指派问题(22)~(25),求出最优排序

π*;第3步,根据(16)式,求出排序π*下的最优资源分配u*=(u*
1,u

*
2,…,u

*
n);第4步,根据引理2,确定最优

工期d*=C[m],w
*=C[l+m],D

*=w*-d*。

定理2 对于问题1|pA
jr
(uj
)=

wjmax{fj
(r),aj

}
uj

æ

è
ç

ö

ø
÷

k

,
n

j=1

(αEj+βTj+γd+δD)+θCmax≤L|Z2,利用算

法2可以通过求解指派问题在O(n3)时间内求得最优解。
证明 上面的分析保证了定理2结论的正确性。因为求解指派问题(22)~(25)式需要O(n3)时间,于是求

解问题(2)的时间复杂度为O(n3)。 证毕

5结论

本文研究具有一般的与任务有关的截断学习效应的凸资源单机窗口排序问题。分别在资源总量有限和总

费用受限的条件下确定最优资源分配方案、最优公共工期窗口的位置及大小、最优的任务排序,使得由工件的提

前惩罚、延误惩罚、窗口的开始时间和宽度、时间表长等构成的总费用和资源总费用最小化。分别给出了求解相

应问题的多项式时间最优算法。
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OperationsResearchandCybernetics

SingleMachineDue-windowAssignmentandSchedulingProblemwithGeneral
Job-dependentTruncatedLearningEffectunderConvexResourceConstraints

LUOChengxin,ZHAIWenjin
(SchoolofMathematicsandSystemsScience,ShenyangNormalUniversity,Shenyang110034,China)

Abstract:[Purposes]Asinglemachinedue-windowassignmentandschedulingproblemwithgeneraljob-dependenttruncatedlearning

effectunderconvexresourceconstraintsisstudiedhere.[Methods]Theactualprocessingtimeofajobisafunctionoftheresource

amountallocated;generaljob-dependenttruncatedlearningeffectandcontrolparameter.Thefirstobjectiveistodeterminethedue-

windowlocationandsize,theresourceassignmentandthejobsequencetominimizethetotalcostoftheearlinessandtardinessof

thejobs,thedue-windowlocationandsizeandthemakespanundertheconditionthatthetotalresourceamountislimited.
[Findings]Thesecondobjectiveistominimizethetotalresourcecostundertheconditionthatthetotalcostaboveislimited.
[Conclusions]Polynomialtimealgorithmsarepresentedtosolvetheproblemsunderlyingrespectively.

Keywords:scheduling;truncatedfactor;due-window;resourceallocation;learningeffect
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