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摘要:【目的】主要研究了拟α-预不变凸性及其在优化问题中的应用。【方法】借助假设条件A和C进行讨论,并举例进行

验证。【结果】首先,在适当的假设下分别讨论了拟α-预不变凸性、严格拟α-预不变凸性和半严格拟α-预不变凸性成立的

充要条件,然后给出拟α-预不变凸函数在约束非线性规划中的一个重要应用,并给出实例检验了结论的正确性。【结论】

这些结果在一定程度上丰富了对拟α-预不变凸函数的研究成果。
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凸性及广义凸性是数学规划研究领域中的一项重要研究内容,在最优化理论的研究中起着重要作用。近些

年来,人们不断地对凸函数进行推广,得到了一系列的广义凸函数,并研究了这些广义凸函数的性质及其在数学

规划中的应用[1-11]。1988年,Weir等人[1-2]引入了不变凸集和预不变凸函数,并研究了预不变凸函数的性质及其

在最优化中的应用。2001年,Yang等人[3]又提出了两类广义凸函数—严格预不变凸函数和半严格预不变凸函

数。2006年,Noor等人[4]给出了两类新的广义凸函数—α-预不变凸函数和拟α-预不变凸函数。2013年,

Tang[5]定义了严格拟α-预不变凸函数和半严格拟α-预不变凸函数,并对它们的性质及相互关系进行了研究。文

献[6]给出凸函数的一个等价刻画,文献[7]将文献[6]得到的结论加以推广,得到了预不变凸函数的一个等价描

述。文献[11]在文献[9]中条件A和条件C下将文献[7]的结果推广到α-预不变凸函数的情形,并获得α-预不

变凸函数、严格α-预不变凸函数和半严格α-预不变凸函数各自的等价条件。
本文将文献[11]的结果进一步推广到拟α-预不变凸函数的情形。

1预备知识

设 H 是实Hilbert空间,K 是H 的一个非空子集,F:K→H 和α:K×K→R是两个实值函数,η:K×K→
H 是向量值函数。

定义1[4] 若∀x,y∈K,λ∈[0,1],存在向量值映射η:K×K→H,使得y+λα(x,y)η(x,y)∈K,则称集

合K 为关于α和η的α-不变凸集。
定义2[4] 设集合K 为关于α和η 的α-不变凸集,若∀x,y∈K,λ∈[0,1],有F(y+λα(x,y)η(x,y))≤

(1-λ)F(y)+λF(x),则称F 是K 上关于α和η的α-预不变凸函数。
定义3[4] 设集合K 为关于α和η的α-不变凸集,若∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],有F(y+λα(x,y)η(x,y))≤

max{F(x),F(y)},则称F 是K 上关于α和η的拟α-预不变凸函数。
定义4[5] 设集合K 为关于α和η的α-不变凸集,若∀x,y∈K,x≠y,∀λ∈[0,1],有
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F(y+λα(x,y)η(x,y))<max{F(x),F(y)},
则称F 是K 上关于α和η的严格拟α-预不变凸函数。

定义5[5] 设集合K 为关于α和η的α-不变凸集,若∀x,y∈K,F(x)≠F(y),∀λ∈[0,1],有
F(y+λα(x,y)η(x,y))<max{F(x),F(y)},

则称F 是K 上关于α和η的半严格拟α-预不变凸函数。
定义6[8] 设K⊆Rn 是非空凸集,λ∈[0,1],F 是定义在K 上的函数,如果对于∀x,y∈K,有:

F(λx+(1-λ)y)≤max{F(x),F(y)}, (1)
则称F 是K 上的拟凸函数;

如果当x≠y 时(1)式中严格不等式成立,即F(λx+(1-λ)y)<max{F(x),F(y)},则称F 是K 上的严格

拟凸函数;
如果当F(x)≠F(y)时(1)式中严格不等式成立,即F(λx+(1-λ)y)<max{F(x),F(y)},则称F 是K 上

的半严格拟凸函数。
根据定义2和定义3易知α-预不变凸函数一定是拟α-预不变凸函数,但是反之不一定成立。

例1 设K=[-1,0),F(x)=log2(1-x),α(x,y)=1,η(x,y)=-
y
2
。

显然,对∀λ∈[0,1],∀x,y∈K,有y+λα(x,y)η(x,y)=y-λ·
y
2= 1-

λ
2
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÷,且F(x)=log2(1-x),F(y)=

log2(1-y),计算可得F(y+λα(x,y)η(x,y))≤max{F(x),F(y)}。
因此,F 是K 上关于α和η的拟α-预不变凸函数。

然而,取x=-
1
5
,y=-

2
3
,λ=

1
2
,有:

F(y+λα(x,y)η(x,y))=F -
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷=log2

3
2 >λF(x)+(1-λ)F(y)=log2 2。

故F 不是K 上关于α和η的α-预不变凸函数。
为了讨论拟α-预不变凸函数的性质,需要利用如下的条件及引理:
条件A[9] 称F 满足条件A,如果F(y+α(x,y)η(x,y))≤F(x),∀x,y∈K。
条件C[9] 称η满足条件C,如果对∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],η和α满足:

η(y,y+λα(x,y)η(x,y))=-λη(x,y),η(x,y+λα(x,y)η(x,y))=(1-λ)η(x,y)。
  引理1[10] 设集合K 为关于α和η的α-不变凸集,对∀x,y∈K,∀λ∈[0,1],η和α满足:

η(y,y+λα(x,y)η(x,y))=-λη(x,y),α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y)),
则对∀λ1,λ2∈[0,1],且λ2<λ1,有:
1)η(y+λ1α(x,y)η(x,y),y+λ2α(x,y)η(x,y))=(λ1-λ2)η(x,y);
2)α(x,y)=α(y+λ1α(x,y)η(x,y),y+λ2α(x,y)η(x,y))。

2主要结果

这一部分将在适当的条件下得到拟α-预不变凸性、严格拟α-预不变凸性和半严格拟α-预不变凸性各自成立

的充要条件,并在不等式约束下,获得拟α-预不变凸规划问题解的最优性结果。
定理1 设K 为关于α和η的α-不变凸集,F 满足条件 A,η 满足条件C,α 满足条件α(x,y)=α(y,y+

λα(x,y)η(x,y)),则 F 在 K 上关于同一α 和η 是拟α-预不变凸函数当且仅当∀x,y∈K,λ∈[0,1],

g(λ)=F(y+λα(x,y)η(x,y))是[0,1]上的拟凸函数。
证明 充分性。若g(λ)=F(y+λα(x,y)η(x,y))是[0,1]上的拟凸函数,则对∀x,y∈K,λ∈[0,1],有:

F(y+λα(x,y)η(x,y))=g(λ)=g(λ·1+(1-λ)·0)≤max{g(0),g(1)}=
max{F(y),F(y+α(x,y)η(x,y))}。

由F 满足条件A可知max{F(y),F(y+λα(x,y)η(x,y))}≤max{F(y),F(x)}。从而有:
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F(y+λα(x,y)η(x,y))≤max{F(x),F(y)}。
故F 在K 上关于同一α和η是拟α-预不变凸函数。

必要性。设F 关于同一α和η是拟α-预不变凸函数,则对∀x,y∈K,λ∈[0,1],有:

F(y+λα(x,y)η(x,y))≤max{F(x),F(y)};
对∀λ1,λ2,β∈[0,1],
a)若λ1=λ2,则g(βλ1+(1-β)λ2)=g(λ1)=g(λ2)=max{g(λ1),g(λ2)}
b)若λ1≠λ2,不失一般性,假设λ2<λ1,由引理1及拟α-预不变凸函数的定义,有

g(βλ1+(1-β)λ2)=F(y+(βλ1+(1-β)λ2)α(x,y)η(x,y))=
F(y+λ2α(x,y)η(x,y)+β(λ1-λ2)α(x,y)η(x,y))=
F(y+λ2α(x,y)η(x,y)+βα(y+λ1α(x,y)η(x,y),y+

λ2α(x,y)η(x,y))·η(y+λ1α(x,y)η(x,y),y+λ2α(x,y)η(x,y)))≤
max{F(y+λ1α(x,y)η(x,y)),F(y+λ2α(x,y)η(x,y))}=max{g(λ1),g(λ2)}。

因此,g(λ)是[0,1]上的拟凸函数。 证毕

定理2 设K 为关于α和η的α-不变凸集,F 满足条件A,η满足条件C,α满足条件

α(x,y)=α(y,y+λα(x,y)η(x,y)),
且x≠y 时,有α(x,y)≠0,η(x,y)≠0。则F 在K 上关于同一α 和η 是严格拟α-预不变凸函数的充要条件是

∀x,y∈K,λ∈[0,1],g(λ)=F(y+λα(x,y)η(x,y))是[0,1]上的严格拟凸函数。
证明 充分性。若g(λ)=F(y+λα(x,y)η(x,y))是[0,1]上的严格拟凸函数,则对∀x,y∈K,x≠y,λ∈

[0,1],有:

F(y+λα(x,y)η(x,y))=g(λ)=g(λ·1+(1-λ)·0)<
max{g(0),g(1)}=max{F(y),F(y+α(x,y)η(x,y))}。

由F 满足条件A可得max{F(y),F(y+λα(x,y)η(x,y)}≤max{F(y),F(x)}。即:

F(y+λα(x,y)η(x,y))<max{F(x),F(y)}。
因此,F 在K 上关于同一α和η是严格拟α-预不变凸函数。

必要性。F 在K 上关于同一α和η是严格拟α-预不变凸函数,则对∀x,y∈K,x≠y,λ∈[0,1],有:

F(y+λα(x,y)η(x,y))<max{F(x),F(y)}。
对∀λ1,λ2,β∈[0,1],且λ1≠λ2,不妨假设λ2<λ1,由条件可知,当x≠y 时,有η(x,y)≠0,α(x,y)≠0。因此,

y+λ1α(x,y)η(x,y)≠y+λ2α(x,y)η(x,y)。由引理1及定义4,有:

g(βλ1+(1-β)λ2)=F(y+(βλ1+(1-β)λ2)α(x,y)η(x,y))=
F(y+λ2α(x,y)η(x,y)+β(λ1-λ2)α(x,y)η(x,y))=
F(y+λ2α(x,y)η(x,y)+βα(y+λ1α(x,y)η(x,y),y+

λ2α(x,y)η(x,y))·η(y+λ1α(x,y)η(x,y),y+λ2α(x,y)η(x,y)))<
max{F(y+λ1α(x,y)η(x,y)),F(y+λ2α(x,y)η(x,y))}=max{g(λ1),g(λ2)}。

因此,g(λ)是[0,1]上的严格拟凸函数。 证毕

定理3 设K 为关于α和η的α-不变凸集,F 满足条件 A,η 满足条件C,α 满足条件α(x,y)=α(x,y+
λα(x,y)η(x,y)),则F 在K 上关于同一α 和η 是半严格拟α-预不变凸函数等价于∀x,y∈K,λ∈[0,1],

g(λ)=F(y+λα(x,y)η(x,y))是[0,1]上的半严格拟凸函数。
证明 若g(λ)=F(y+λα(x,y)η(x,y))是[0,1]上的半严格拟凸函数,则对∀x,y∈K,λ∈[0,1],当

g(0)≠g(1)时,有:

F(y+λα(x,y)η(x,y))=g(λ)=g(λ·1+(1-λ)·0)<max{g(0),g(1)}=
max{F(y),F(y+α(x,y)η(x,y))}。

F 满足条件A,故有max{F(y),F(y+λα(x,y)η(x,y))}≤max{F(x),F(y)}。于是

F(y+λα(x,y)η(x,y))<max{F(x),F(y)}。
因此,F 在K 上关于同一α和η是半严格拟α-预不变凸函数。

反之,设F 在K 上关于同一α 和η 是半严格拟α-预不变凸函数,则对∀x,y∈K,λ∈[0,1],当F(x)≠
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F(y)时,有F(y+λα(x,y)η(x,y))<max{F(x),F(y)}。
对∀λ1,λ2,β∈[0,1],若g(λ1)≠g(λ2),则F(y+λ1α(x,y)η(x,y))≠F(y+λ2α(x,y)η(x,y)),即λ1≠

λ2。故不妨假设λ2<λ1。由引理1及定义5可知:

g(βλ1+(1-β)λ2)=F(y+(βλ1+(1-β)λ2)α(x,y)η(x,y))=
F(y+λ2α(x,y)η(x,y)+β(λ1-λ2)α(x,y)η(x,y))=

F(y+λ2α(x,y)η(x,y)+βα(y+λ1α(x,y)η(x,y),y+λ2α(x,y)η(x,y))·

η(y+λ1α(x,y)η(x,y),y+λ2α(x,y)η(x,y)))<
max{F(y+λ1α(x,y)η(x,y)),F(y+λ2α(x,y)η(x,y))}=max{g(λ1),g(λ2)}。

因此,g(λ)是[0,1]上的半严格拟凸函数。 证毕

下面给出拟α-预不变凸性在约束非线性规划中的应用。
考虑如下约束非线性规划问题(P):

minF(x),

s.t.gi(x)≤0,i∈J={1,…,m},x∈K。
其中,K是Rn 的非空子集,F,gi:K→R,i∈J,可行集D={x∈K|gi(x)≤0,i∈J}。

定理4 设K 是关于α和η的α-不变凸集,F:K→R和gi:K→R(i∈J)在K 上关于同一α和η是拟α-预

不变凸函数,如果x∈D 是问题(P)的局部最优解,那么x 是(P)的全局最优解。
证明 由x 是问题(P)的局部最优解可知:

F(x)≤F(x),∀x∈D ∩Nε(x)。 (2)
若x 不是问题(P)的全局最优解,则存在点x*∈D,使得

F(x*)<F(x)。 (3)

  由gi:K→R(i∈J)在K 上关于同一α和η是拟α-预不变凸函数,则对x,x*∈D,∀i∈J,λ∈[0,1],有

gi(x+λα(x*,x)η(x*,x))≤max{gi(x),gi(x*)}≤0,
即x+λα(x*,x)η(x*,x)∈D。

根据F 在K 上关于同一α和η是拟α-预不变凸函数可知:

F(x+λα(x*,x)η(x*,x))≤max{F(x),F(x*)}。 (4)
结合(3),(4)式可得:

F(x+λα(x*,x)η(x*,x))<F(x)。 (5)
当λ>0充分小时,有x+λα(x*,x)η(x*,x∈D)∩Nε(x)。故(5)式与(2)式矛盾。 证毕

下面给出例子来验证定理4的正确性。

例2 令K=(-¥,+¥),α(x,y)=1,F(x)=
-|x|,|x|≤1
-1,|x|>1{ ,g1(x)=

0,x≥0
-1,x<0{ ,g2(x)=

1,x≥0
-1,x<0{ ,η(x,y)=

x-y,x≥0,y≥0
x-y,x<0,y<0
1-y,x<0,y>0
-1-y,x>0,y<0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

。

显然,K=(-¥,+¥)是关于η和α的α-不变凸集。容易验证F(x),g1(x),g2(x)均是K 上关于同一η和

α的拟α-预不变凸函数。满足定理4的假设。
通过计算可得问题(P)的可行域D=(-¥,0)。然后,可计算得到x=-1是问题(P)的局部最优解,同时也

是(P)的全局最优解。
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Abstract:[Purposes]Thequasiα-preinvexityanditsapplicationsinoptimizationproblemsaremainlystudiedhere.[Methods]With
assumptionsAandC,andgiveexamplesforvalidation.[Findings]Firstly,thesufficientandnecessaryconditionsforquasiα-

preinvexity,strictlyquasiα-preinvexityandsemistrictlyquasiα-preinvexityarediscussedunderthesuitableassumptions.Then,an
importantapplicationofthequasiα-preinvexfunctionsinnonlinearprogrammingwithconstraintsisobtained,andanexampleis

giventoillustratetheobtainedresult.[Conclusions]Theobtainedresultsenrichthestudyofquasiα-preinvexfunctions.
Keywords:quasiα-preinvexfunctions;strictlyquasiα-preinvexfunctions;semistrictlyquasiα-preinvexfunctions;nonlinear

programming
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