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集值优化问题广义近似解的线性标量化
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摘要:【目的】对广义近似(弱)有效解的性质作进一步研究。【方法】利用线性标量化方法研究了集值优化问题广义近似

(弱)有效解的刻画。【结果】建立了广义次似凸条件下的择一性定理,给出了广义弱近似解的一个标量化定理,并进一步

研究了广义近似解(弱)有效解的一些性质。【结论】将集值函数F 是凸的推广到次似凸的情形,并进一步完善了广义近

似解的一些性质。
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近些年来,近似解是向量优化问题中的研究热点,主要原因是利用数值算法通常只能得到向量优化的近似解。
同时,在非紧的条件下,向量优化问题的(弱)有效解和真有效解可能不存在,而近似(弱)有效解在较弱的条件下存

在。因此,近似解的研究有非常重要的应用价值和意义。1979年,Kutaladze
[1]首次提出了向量优化问题的ε-有效解

的概念并研究了其相关性质。1984年,Loridan
[2]引入了一般向量优化问题的近似有效解和拟近似有效解的概念,

利用标量化方法和Ekeland变分原理建立了这些近似解的最优条件。1986年,White
[3]提出了基于数值优化问题的

近似解和向量优化问题的有效解的思想,对向量优化问题提出了6种新的近似解的概念,并首次利用标量化问题的

近似解刻画向量优化问题的近似解。2006年,Gutierrez等人
[4]利用co-radiant集定义了向量优化问题近似(弱)有效

解的概念,研究了其相关性质和标量化特征。2011年,Gao等人
[5]基于Benson真有效解思想,利用co-radiant集提

出了向量优化问题的一类近似真有效解(称为(C,ε)-真有效解),给出了基本性质。
随着集值优化的发展,许多学者对集值优化问题近似解产生了浓厚的兴趣。1998年,陈光亚等人

[6]引进了

集值优化问题的近似有效解;2000年,戎卫东等人
[7]讨论了集值映射向量优化问题ε-有效解的,在广义锥次似凸

的假设下,建立了该ε-有效解的标量化问题。
综上所述,学者们主要研究的是向量优化问题和集值优化问题的有效解、弱有效解、近似有效解和弱近似有

效解
[5-13]。本文受文献[5,8-9]启发,利用线性标量化方法研究集值优化问题广义近似(弱)有效解的刻画,给出

了广义弱近似解的一个等价性质,并进一步研究了广义近似解(弱)有效解的一些性质。

1预备知识

设(X,d)是平凡的完备度量空间;Y 是局部凸的Hausdorff空间,记Y*为Y 的共轭空间;设A 是Y 中的非

空子集,clA,intA 分别表示A 的拓扑闭包和拓扑内部。由A 生成的锥包定义为coneA=∪
λ≥0

λA= {λx:λ≥0,

x∈A};若A∩-A={0},则称A 是点的;称集合K 为锥当且仅当coneK=K;记K+,K+i为K 的所有正泛函

和严格正泛函,即K+={l∈Y*:<l,u>≥0,∀u∈K},K+i
={l∈Y*:<l,u>>0,∀u∈K}。

考虑下面带约束的集值问题:
(VPC)min

x∈S
F(x),

其中,F:S→2Y,∅≠S⊂X,(F(x)-y+εφ(d(x,x))e)∩-K\{0}=∅。
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若无特别说明,总假设K 是Y 中的非空点凸锥。定义由K 诱导出Y 的偏序,即x≤y⇔y-x∈K。
设G⊂Y 是一个非空子集,满足0∉clG,G∩-K=∅。设φ:R+→R+为一非降的实值函数,满足φ(0)=0,

φ(t)>0,记 =(G,φ)。对于任意给定的x0∈X,定义集值映射ψ:X→2
Y,ψx0

(x)=φ(d(x,x0))G。其中

d(x,x0)表示x 与x0 之间的距离。

定义1
[9]
 设ε≥0,则:1)若存在y∈F(x),使得 ∀x∈S,e∈G,则称x∈S 是(VPC)关于 的广义近似有

效解。记(VPC)关于 的全体广义近似解集为AE(F,K, ,ε)。AE 是全体广义近似解集,是一个集合。

2)若存在y∈F(x),使得(F(x)-y+εφ)d(x,x))e)∩-intK=∅,∀x∈S,e∈G,则称x∈S 是(VPC)关
于 的广义近似弱有效解。记(VPC)关于 的全体广义近似弱有效解集为WAE(F,K, ,ε)。

引理1
[9]
 设X 是Banach空间,G⊂K 是凸集,F 是凸的,且φ 是正齐次次可加的,则以下结论有且仅有一

个成立。

1)存在x∈X,使得(F(x)-y+εΨx0
(x))∩-intK≠∅;

2)存在l∈K+\{0},使得l(y0)≤l(y)+εφ(d(x,x0))l(e),∀x∈X,y∈F(x),e∈G。

引理2
[7]
 若y*∈K+\{0},且y0∈intK,则<y0,y

*>>0。

引理3
[5]
 设x∈S,G⊂D,ℓ=(G,φ),且ε≥0,则AE(f,D,ℓ,0)⊂∩ε>0AE(f,D,ℓ,ε)。

引理4
[9]
 设x∈S,G⊂K, =(G,φ),则:

1)∩ε>0WAE
(F,K, ,ε)⊃WAE

(F,K, ,0);

2)AE(F,K, ,0)⊂∩ε>0AE(F,K, ,ε)。

2广义近似解的线性标量化

现在考虑(VCP)问题的标量极小问题:(Pu)minx∈S
<F(x),u>,u∈K+\{0}。

定义2
[10]
 设K⊂Y 是一个凸锥,映射F:S→2Y,称F 在S 是关于K 的次似凸函数,若F(S)+intK 是

凸集。
引理5

[8]
 若F:S→2Y 在S 上是K-次似凸的,当且仅当F(S)+intK 是凸的。

注1 文献[9]在F 凸的情况下给了择一性定理,本文将结果推广到次似凸,给出了下面的结果。
定义3 设X 是Banach空间,G⊂K 是凸集,F 在S 上是K-次似凸的,且φ 是正齐次次可加的。任取

x0∈S,则F+φx0
(x)是凸集值映射。

注2 类似于文献[9]中命题3的证明,可以证明F+φx0
(x)是凸集值映射。

定理1 设X 是Banach空间,G⊂K 是凸集,F 在S 上是K-次似凸的,且intK≠∅,φ 是正齐次次可加的,
则以下结论有且仅有一个成立:

1)存在x∈S,使得(F(x)-y+εψx0
(x))∩-intK≠∅;

2)存在l∈K+\{0},使<l,y0>≤<l,y>+εφ(d(x,x0))<l,e>,∀x∈S,y∈F(x),e∈G。
证明 易知若1)成立,则2)不成立,下证1)不成立,2)成立。即对x0∈S,(F(x)-y+εψx0

(x))∩
-intK=∅。由K 是凸锥知,intK 也是凸锥,从而(F(x)-y+εψx0

(x)+intK)∩-intK=∅。

又由引理5和定义3可知F(x)+εψx0+intK 是凸集。由凸集分离定理知,存在l∈K+\{0},使得

<l,y>-<l,y>+εφ(d(x,x0))<l,e>+<l,k>≥ <l,-q>,∀x∈S,y∈F(x),k,q∈intK。 (1)

  下证l∈K+\{0}。若不然,则存在k∈intK,使得<l,k><0。由intK 是凸锥知,对上述y,q,e,对∀λ>0,有
<l,y>-<l,y>+εφ(d(x,x0))<l,e>+<l,λk>≥ <l,-q>,∀x∈S,y∈F(x),k,q∈intK。 (2)

在(2)式中取λ→+∞,即得<l,-q>=-∞,矛盾,故l∈K+\{0}。在(1)式中k→0,q→0,得:
<l,y>≤ <l,y>+εφ(d(x,x0))<l,e>,∀x∈S,y∈F(x),e∈G。

因此2)成立。 证毕

定义4 一个点x∈S 是问题(Pu)的一个<ε,u>-广义近似最优解。若∃y∈F(x)使得

<y,u>≤ <y,u>+εφ(d(x,x))<u,e>,∀x∈S,∀y∈F(x)。
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  注3 在文献[5,8]用集值函数给出了(VP)问题的ε-弱有效解的标量化定理。下面用相同的方法提出了关

于(VPC)问题的广义近似弱有效解的标量化定理。
定理2 设F:X→2Y 在S 上是K-次似凸的,G⊂K 是凸集,且φ 是正齐次次可加的。则x∈S 是(VCP)问

题的广义近似弱有效解,当且仅当,若x∈S 且存在u∈K+\{0},使得x 是问题(Pu)的一个<ε,u>-广义近似最

优解。
证明 设x 是问题(VCP)关于 的广义近似弱有效解,则由定义1知x∈S,且∃y∈F(x)使得

(y-y+εφ(d(x,x))e)∩-intK =∅,∀x∈S,e∈G,
即不存在x0∈S,y0∈F(x0),使得(y0-y+εφ(d(x,x0))e)∈-intK。也即,存在x0∈S,使得

(F(x0)-y+εφ(d(x,x0))e)∩-intK ≠ ∅

不成立。再由引理2可知,存在u∈K+\{0},使得<y,u>≤<̂y,u>+εφ(d(x,x))<u,e>,∀x∈S,∀̂y∈F(x)。
因此,再由定义2知,x 是(Pu)问题的一个<ε,u>-广义近似最优解。

相反地,设x∈S 不是(VCP)问题的广义近似弱有效解,则对每一个y∈F(x),存在x1∈S,且y0∈F(x1)

使得(y-y0+εφ(d(x,x))e)∈-intK。因为u∈K+\{0},从而,由引理3可知<y-y0+εφ(d(x,x
1)),u><0,

所以<y,u>+εφ(d(x,x
1))<e,u><<y0,u>。由定义2知,x 不是(Pu)问题的一个<ε,u>-广义近似最优解。证毕

3广义近似解的一些性质

本节在文献[5,9]的基础上,通过对广义近似解的研究,进一步完善了广义近似解的一些性质。
在文献[5]证明了:设x∈S,G⊂D, =(G,φ),且ε≥0,则AE(f,D, ,0)⊂∩ε>0AE(f,D,ℓ,ε)。事实

上,上述结论的反面也成立。
定理3 设x∈S,G⊂D,ℓ=(G,φ),且ε≥0。则AE(f,D,ℓ,0)=∩ε>0AE(f,D,ℓ,ε)。
证明 由引理4知AE(f,D,ℓ,0)⊂∩ε>0AE(f,D,ℓ,ε)。因此只需证明

∩ε>0AE(f,D,ℓ,ε)⊂AE(f,D,ℓ,0)。
对∀x∈∩ε>0AE(f,D,ℓ,ε),则∃y∈F(x),使得(F(x)-y+εφ(d(x,x))e)∩-intK=∅,即(F(x)-y)∩
(-intK-εφ(d(x,x)))=∅。又因为K 是一个凸锥,所以

(F(x)-y)∩intK =∅; (3)

  若x∉AE(f,D,ℓ,0),则对上述y,∃x'∈S,使得

(F(x)-y)∩intK ≠ ∅。 (4)
(4)式与(3)式矛盾,故x∈AE(f,D,ℓ,0)。因此AE(f,D,ℓ,0)=∩ε>0AE(f,D,ℓ,ε)。 证毕

在文献[9]中得到结论:设x∈S,G⊂K, =(G,φ),则:1)∩ε>0WAE
(F,K, ,ε)⊃WAE

(F,K, ,ε);

2)AE(F,K, ,0)⊂∩ε>0AE(F,K, ,ε)。事实上,上述包含关系的反面也成立。
定理4 设x∈S,G⊂K, =(G,φ),且ε≥0。则:1)∩ε>0WAE

(F,K, ,ε)=WAE
(F,K, ,0);

2)AE(F,K, ,0)=∩ε>0AE(F,K, ,ε)。
定理4的证明与定理3的证明类似。
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NonlinearScalarizationTheoremsofGeneralizedApproximateSolutions
inSet-valuedOptimizationProblems

WUHaiqin,LIUXuewen,LUOPing
(CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Thepropertiesofgeneralizedapproximate(weakly)efficientsolutionsaremainlystudiedhere.[Methods]The
characterizationofgeneralizedapproximate (weak)efficientsolutionsforset-valuedoptimizationproblemsusinglinearscalar
method.[Findings]Thealternativetheoremofgeneralizedsubconvexlikeconditionisestablished,andthescalarizationtheoremsof

generalizedweakapproximatesolutionsisgiven,andsomepropertiesofthegeneralizedapproximate(weak)efficientsolutionare
furtherstudied.[Conclusions]Thegeneralizationofset-valuedfunctionFisconvextosubconvex,andsomepropertiesofgeneralized
approximatesolutionsarefurtherimproved.
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