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φ-混合随机变量序列加权和的完全收敛性及完全矩收敛性
*
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摘要:【目的】对φ-混合随机变量序列的完全收敛性和完全矩收敛性进行讨论。【方法】利用φ-混合随机变量序列的

Rosenthal型极大值不等式。【结果】建立了φ-混合随机变量序列加权和的完全收敛性,并且在同样的条件下得到了φ-混
合序列的完全矩收敛性。【结论】所得结果推广并改进了已有文献中关于NA序列相应的结果。
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设 Xn,n≥1{ }为一列定义在概率空间 Ω,F,P( ) 上的随机变量,定义σ-域Fm
n=σ(Xk,n≤k≤m)。

定义1 称随机变量序列 Xn,n≥1{ }为φ-混合的,如果混合系数

φ(n)=sup
k≥1
( sup
A∈Fk

1,B∈F∞k+n,P(A)>0
P(B|A)-P(B))→0,n→ ∞。

  φ-混合随机变量的概念最早由文献[1]提出,随后很多学者对它的收敛性质进行了研究。例如文献[2-3]研
究了它的中心极限定理;文献[4-5]得到了弱不变性原理;文献[6]建立了几乎必然不变性原理;文献[7]得到了大

偏差的结果等。
完全收敛性概念由文献[8]提出:称随机变量序列 Xn,n≥1{ } 完全收敛于一个常数C,如果对任意的ε>0,

都有
∞

n=1
P(|Xn -C|>ε)< ∞。 由B-C引理可知,上面的不等式可以推出在几乎处处(a.s.)意义下Xn→C。

假设 Xn,n≥1{ }为一个随机变量序列,且an>0,bn>0,q>0。文献[9]引入了下述关于完全矩收敛性的概

念:
∞

n=1
anEb-1

n |Xn|-ε{ }q
+< ∞,∀ε>0。 通过一些程序化的运算可知,完全矩收敛可以得到完全收敛。因

此,完全矩收敛是比完全收敛更强的一种收敛性质。
文献[10]建立了下述关于负相协(NA)随机变量加权和的完全收敛性的结果。
定理1 令 X,Xn,n≥1{ } 为一同分布的 NA随机变量序列,ani,1≤i≤n,n≥1{ } 为一常数阵列,且存在

0<α≤2使得


n

i=1
|ani|

α =o(n)。 (1)

记bn=n
1/α(logn)1/γ,其中常数γ>0。并且假设当0<α≤2时,EX=0。如果

E X α < ∞,α>γ,

E X αlogX < ∞,α=γ,

E X γ < ∞,α<γ。

ì

î

í

ï
ï

ïï

(2)

则对任意的ε>0,都有


∞

n=1

1
nP max

1≤k≤n
k

i=1
aniXi >bnε( ) < ∞。 (3)

  进一步研究关于φ-混合随机变量序列的完全收敛性,将定理1的结果由NA推广到φ-混合序列,并且更进

一步在相同条件下得到比完全收敛性更强的完全矩收敛性。
为方便起见,定义如下一些记号:C 代表一个在不同地方取值不同的正常数,logx=lnmax(x,e),I(A)为

集合A 的示性函数,a+=aI(a≥0)且a+=-aI(a<0)。
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1预备引理

为证明本研究的主要结果,需要下述关于φ-混合随机变量序列的Rosenthal型极大值不等式。
引理1[11] 令 Xn,n≥1{ }为φ-混合随机变量序列。假设存在q≥2使得对所有的i≥1都有EXi=0,E|Xi|

q<∞。

若
∞

n=1
φ
1/2(n)< ∞,则存在仅与q及φ(·)有关的常数C,使得

Emax
1≤k≤n

k

i=1

q ≤C{
n

i=1
E Xi

q + 
n

i=1
EXi

2
( )

q/2

}。
  引理2[12] 令 ani,1≤i≤n,n≥1{ } 为一满足(1)式的常数阵列,其中α>0,X 为一随机变量。令bn=
n1/α(logn)1/γ,其中常数γ>0。则有


∞

n=2
n-1b-α

n 
n

i=1
E aniX

αI(aniX >bn)≤
E X α < ∞,α>γ,

E X αlog|X|< ∞,α=γ,

E X γ < ∞,α<γ。

ì

î

í

ï
ï

ïï

  引理3[12] 令 ani,1≤i≤n,n≥1{ } 为一满足(1)式的常数阵列,其中α>0,X 为一随机变量。令bn=
n1/α(logn)1/γ,其中常数γ>0。若q>max(α,γ),则有


∞

n=2
n-1b-q

n 
n

i=1
E aniX

qI(aniX ≤bn)≤
E X α < ∞,α>γ,

E X αlogX < ∞,α=γ,

E X γ < ∞,α<γ。

ì

î

í

ï
ï

ïï

  引理4[13] 令 Xn,n≥1{ }为一随机变量序列,bn,n≥1{ }为一正常数列,满足bn↑且b2n/bn=o(1)。若对任

意的ε>0,
∞

n=1

1
nP max

1≤k≤n 
k

i=1
Xi >bnε( ) < ∞,则

n

i=1
Xi/bn →0,a.s。

2主要结果及证明

定理2 令 X,Xn,n≥1{ }为一同分布的φ-混合随机变量序列,ani,1≤i≤n,n≥1{ } 为一满足(1)式的常数

阵列,其中0<α≤2。记bn=n
1/α(logn)1/γ,其中γ>0。当1<α≤2时假设EX=0。如果(2)式成立,则对任意

的ε>0,(3)式成立。
由定理2及引理4很容易得到下述推论。

推论1 令 X,Xn,n≥1{ }为一同分布的φ-混合随机变量序列,an,n≥1{ }为一满足
n

i=1
|ai|

α=o(n)的常数

列,其中0<α≤2。记bn=n
1/α(logn)1/γ,其中γ>0。当1<α≤2时,假设EX=0。如果(2)式成立,则对任意的

ε>0,b-1
n 

n

i=1
aiXi →0,a.s.,n→ ∞。

定理3 令 X,Xn,n≥1{ }为一同分布的φ-混合随机变量序列,ani,1≤i≤n,n≥1{ } 为一满足(1)式的常数

阵列,其中0<α≤2。记bn=n
1/α(logn)1/γ,其中γ>0。当1<α≤2时,假设EX=0。如果(2)式成立,则对任意

的ε>0,


∞

n=2

1
nE b-1

n max
1≤k≤n

k

i=1
aniXi -ε( )

α

+
< ∞。 (4)

  注 注意到         ∞ >
∞

n=2

1
nEb-1

n max
1≤k≤n

k

i=1
aniXi -ε( )

α

+
≥

      
∞

n=2

1
n∫

εα

0
P b-1

n max
1≤k≤n

k

i=1
aniXi >ε+t1/α( )dt≥εα

∞

n=2

1
nP b-1

n max
1≤k≤n

k

i=1
aniXi >2ε( ) 。

因此定理3是比定理2更强的结果。
下面给出主要结果的证明。
证明 (定理2)注意到ani=a

+
ni-a

-
ni,故不失一般性,假设ani≥0。对任意给定的n≥1,令Yni=aniXiI,

aniXi ≤bn 且Zni=aniXiI,aniXi >bn。于是有
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∞

n=1

1
nP max

1≤k≤n 
k

i=1
aniXi >bnε( ) ≤

∞

n=1

1
nP (max

1≤k≤n
aniXi >bn ) +

∞

n=1

1
nP max

1≤k≤n 
k

i=1
Yni >bnε( ) =I1+I2。

由 Markov不等式及引理2,得到:

I1=
∞

n=1

1
nP ( ∪

1≤i≤n
aniXi >bn{ } ) ≤

∞

n=1

1
n

n

i=1
P(aniXi >bn)≤

1+
∞

n=2
n-1b-α

n 
n

i=1
EaniX

αI(aniX >bn)< ∞。

故下面只需证I2<∞。首先验证

b-1
n max

1≤k≤n
k

i=1
EYni →0,n→ ∞。 (5)

如果0<α≤1,则由(1)式及(2)式有

b-1
n max

1≤k≤n
k

i=1
EYni ≤b-1

n 
n

i=1
aniE Xi I(aniXi ≤bn)≤b-α

n 
n

i=1
aα

niE X αI(aniX ≤bn)≤

C(logn)-α/γE X α →0,n→ ∞。
如果1<α≤2,则由均值为0的假设及(1),(2)式有

b-1
n max

1≤k≤n
k

i=1
EYni =b-1

n max
1≤k≤n

k

i=1
EZni ≤b-1

n 
n

i=1
aniE XiI(aniXi >bn)≤

b-α
n 

n

i=1
aα

niE X αI(aniX >bn)≤C(logn)-α/γE X α →0,n→ ∞。

因此(5)式成立。故当n 充分大时,max
1≤k≤n

k

i=1
EYni ≤bnε/2。 取q>max(2,2γ/α),由引理1及Jensen不等式

可知:

I2 ≤C
∞

n=1

1
nP max

1≤k≤n
k

i=1

(Yni-EYni)>bnε/2( ) ≤C
∞

n=1
n-1b-q

n E max
1≤k≤n

k

i=1

(Yni-EYni)( )
q

≤

C
∞

n=1
n-1b-q

n 
n

i=1
EYni

q +C
∞

n=1
n-1b-q

n (
n

i=1
EYni

2 )
q/2

=I3+I4。

由Yni的定义及引理3容易得到I3<∞。最后将证明I4<∞。由(1)式,α≤2及q>2γ/α 得:

I4=C
∞

n=1
n-1 (b-2

n 
n

i=1
a2

niEX2I(aniXi ≤bn))
q/2

≤C
∞

n=1
n-1 (b-α

n 
n

i=1
aα

niE X αI(aniXi ≤bn))
q/2

≤

C
∞

n=1
n-1(logn)-αq/(2γ)(E X α)q/2 < ∞。 证毕

  证明 (定理3)不失一般性,仍然假设ani≥0。注意到:


∞

n=2

1
nEb-1

n max
1≤k≤n

k

i=1
aniXi -ε( )

α

+
=

∞

n=2

1
n∫

∞

0
P b-1

n max
1≤k≤n

k

i=1
aniXi >ε+t1/α( )dt≤


∞

n=2

1
nP b-1

n max
1≤k≤n

k

i=1
aniXi >ε( ) +

∞

n=2

1
n∫

∞

1
P b-1

n max
1≤k≤n

k

i=1
aniXi >t1/α( )dt=


∞

n=2

1
nP max

1≤k≤n
k

i=1
aniXi >bnε( ) +

∞

n=2

1
n∫

∞

1
P max

1≤k≤n
k

i=1
aniXi >bnt1/α( )dt=J1+J2。

由定理2知J1<∞。因此要证明(4)式,只需证J2<∞。对任意的t≥1,记X(1)
ni =aniXiI(aniXi ≤bnt

1/α)且

X(2)
ni =aniXiI(aniXi >bnt

1/α)。 从而有:

J2 ≤
∞

n=2

1
n∫

∞

1
P (max

1≤k≤n
aniXi >bnt

1/α )dt+
∞

n=2

1
n∫

∞

1
P max

1≤k≤n
k

i=1
X(1)

ni >bnt
1/α( )dt=J3+J4。

由引理2及(2)式有:

J3 ≤
∞

n=2

1
n∫

∞

1

n

i=1
P(aniXi >bnt

1/α)dt≤
∞

n=2
n-1b-α

n 
n

i=1
EaniX

αI(aniX >bn)< ∞。

  对于J4,首先证明sup
t≥1

t-1/αb-1
n max

1≤k≤n
k

i=1
EX(1)

ni →0,n→ ∞。 如果0<α≤1,则由 Markov不等式有:
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sup
t≥1

t-1/αb-1
n max

1≤k≤n
k

i=1
EX(1)

ni ≤sup
t≥1

t-1/αb-1
n 

n

i=1
aniE XiI(aniXi ≤bnt

1/α)≤

sup
t≥1

t-1/αb-α
n 

n

i=1
aα

niE X α ≤C(logn)-α/γE X α →0,n→ ∞。

如果1<α≤2,则由均值为0的假设有

sup
t≥1

t-1/αb-1
n max

1≤k≤n
k

i=1
EX(1)

ni =sup
t≥1

t-1/αb-1
n max

1≤k≤n
k

i=1
EX(2)

ni ≤sup
t≥1

t-1/αb-1
n 

n

i=1
aniE XI(aniX >bnt

1/α)≤

sup
t≥1

t-1b-α
n 

n

i=1
aα

niE X α ≤C(logn)-α/γE X α →0,n→ ∞。

  因此当n 充分大时,对任意的t≥1都有max
1≤k≤n

k

i=1
EX(1)

ni ≤
bnt

1/α

2
成立。故由 Markov不等式、引理1及

Jensen不等式,当q>max(2,2γ/α)时有:

J4 ≤C
∞

n=2

1
n∫

∞

1
P max

1≤k≤n
k

i=1
X 1( )

ni -EX 1( )

ni( ) >
1
2bnt

1/αæ

è
ç

ö

ø
÷dt≤

C
∞

n=2

1
nb

-q
n∫

∞

1
t-q/αE max

1≤k≤n
k

i=1
X 1( )

ni -EX 1( )

ni( )
q
dt≤

C
∞

n=2

1
nb

-q
n∫

∞

1
t-q/α

n

i=1
E X 1( )

ni
qdt+C

∞

n=2

1
nb

-q
n∫

∞

1
t-q/α (

n

i=1
E X 1( )

ni
2 )

q/2

dt=J5+J6。

对于J5 有:

J5 ≤C
∞

n=2

1
nb

-q
n∫

∞

1
t-q/α

n

i=1
E aniX

qI aniX ≤bnt
1/α( )dt=

C
∞

n=2

1
nb

-q
n∫

∞

1
t-q/α

n

i=1
E aniX

qI aniX ≤bn( )dt+

C
∞

n=2

1
nb

-q
n∫

∞

1
t-q/α

n

i=1
E aniX

qIbn < aniX ≤bnt
1/α( )dt=J51+J52。

注意到q>2≥α,由引理3得J51 ≤C
∞

n=2

1
nb

-q
n 

n

i=1
E aniX

qI aniX ≤bn( ) < ∞。

由引理2得:

J52=C
∞

n=2

1
nb

-q
n 

n

i=1

∞

m=1∫
m+1

m
t-q/αE aniX

qIbn < aniX ≤bnt
1/α( )dt≤

C
∞

n=2

1
nb

-q
n 

n

i=1

∞

m=1∫
m+1

m
t-q/αE aniX

qIbn < aniX ≤bn m+1( ) 1
/α( )dt≤

C
∞

n=2

1
nb

-q
n 

n

i=1

∞

m=1
m-q/αE aniX

qIbn < aniX ≤bn m+1( ) 1
/α( ) =

C
∞

n=2

1
nb

-q
n 

n

i=1

∞

m=1
m-q/α

m

j=1
E aniX

qIbnj
1/α < aniX ≤bn j+1( ) 1

/α( ) =

C
∞

n=2

1
nb

-q
n 

n

i=1

∞

j=1
E aniX

qIbnj
1/α < aniX ≤bn j+1( ) 1

/α( )
∞

m=j
m-q/α ≤

C
∞

n=2

1
nb

-α
n 

n

i=1

∞

j=1
j1-q/αE aniX

qIbnj
1/α < aniX ≤bn j+1( ) 1

/α( ) ≤

C
∞

n=2

1
nb

-α
n 

n

i=1

∞

j=1
E aniX

αIbnj
1/α < aniX ≤bn j+1( ) 1

/α( ) =

C
∞

n=2

1
nb

-α
n 

n

i=1
E aniX

αI aniX >bn( ) < ∞。

最后证明J6<∞。注意到αq/2γ>1,有:

J6=C
∞

n=2

1
nb

-q
n∫

∞

1
t-q/α (

n

i=1
E aniX

2I aniX ≤bnt
1/α( ) )

q/2

dt≤
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C
∞

n=2

1
nb

-q
n∫

∞

1
t-q/α (b2-αn t2/α-1

n

i=1
E aniX

αI aniX ≤bnt
1/α( ) )

q/2

dt≤

C
∞

n=2

1
nb

-αq/2
n (

n

i=1
aα

ni )
q/2

E X α( ) q/2 ≤C
∞

n=2

1
n logn( ) -αq/2γ E X α( ) q/2 < ∞。 证毕
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CompleteConvergenceandCompleteMoment
ConvergenceforWeightedSumsofφ-mixingRandomVariables

XIHaiyan,ZHUANSUNChenlu
(SchoolofMathematicalSciences,AnhuiUniversity,Hefei230601,China)

Abstract:[Purposes]Themainpurposeofthispaperistoestablishthecompleteconvergenceandcompletemomentconvergencefor
theweightedsumsofφ-mixingrandomvariables.[Methods]ThemainresultsareobtainedbyusingtheRosenthal-typemaximum
inequalityofφ-mixingrandomvariables.[Findings]Thecompleteconvergenceissuccessfullyestablishedfortheweightedsumsofφ-
mixingrandom variablesand moreoverthecomplete momentconvergenceisobtained withoutaddinganyextraconditions.
[Conclusions]TheresultsextendandimprovethecorrespondingoneofSungforNArandomvariablestoφ-mixingrandomvariables.
Keywords:completeconvergence;completemomentconvergence;weightedsums;φ-mixingrandomvariables
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