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Nekrasov矩阵的逆矩阵无穷范数的新上界
*

李 艳 艳

(文山学院 数学学院,云南 文山663009)

摘要:【目的】Nekrasov矩阵是 H-矩阵的子类,同时它包含了严格对角占优矩阵。针对Nekrasov矩阵的逆矩阵,给出它的

无穷范数的上界估计。【方法】先对矩阵A 进行分裂(A=D-L-U),然后构造严格对角占优矩阵C(C=E-(|D|-

|L|)-1|U|),再通过利用Nekrasov矩阵的定义、相关的引理,以及不等式的放缩等手段来估计 A-1
¥ 的上界。【结果】得

到了 A-1
¥ 上界的两个较好的结果。【结论】理论证明和数值算例都说明,一定情况下,得到的结果优于现有的结果。
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1预备知识

令Cn,n(Rn,n)表示复(实)矩阵的集合,N={1,2,…,n}。设A=(aij),记:

ri(A)=
n

j≠i
aij ,i∈N,h1(A)=

j≠1
a1j ,hi(A)=

i-1

j=1
aij

hj(A)
|ajj|

+
n

j=i+1
aij 。

  将矩阵A 分裂为A=D-L-U,其中D=diag(a11,a22,…,ann),U 是严格上三角矩阵,L 是严格下三角矩

阵,即
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  定义1[1] 设矩阵A=(aij)∈Rn,n,若矩阵A 的非主对角元素aij≤0(i≠j),且A 的逆矩阵A-1非负(A-1≥0),
则称A 为 M-矩阵。

定义2[2] 设矩阵A=(aij)∈Rn,n,当A 的比较矩阵,<A>=(mij)是 M-矩阵时,则称A 为 H-矩阵,其中

mij=
|aii|,i=j
-|aij|,i≠j{ 。

定义3[3] 设矩阵A=(aij)∈Rn,n,n≥2,若对于∀i∈N,有|aii|>hi(A),则称矩阵A 为Nekrasov矩阵。
引理1[4] 设矩阵A=(aij)∈Rn,n是非奇异 H-矩阵,则|A-1|≤<A>-1(|A-1|表示A-1的每个元素都取绝

对值后得到的矩阵)。
引理2[5] 若矩阵A=(aij)∈Rn,n,n≥2,aii≠0,则hi(A)= aii [(|D|-|L|)-1|U|e]i,其中e=(1,1,

…,1)。
引理3[6] 矩阵A=(aij)∈Rn,n(n≥2)是Nekrasov矩阵的充要条件是(|D|-|L|)-1|U|e<e。

进一步,该充要条件说明矩阵E-(|D|-|L|)-1|U|是严格对角占优矩阵,其中E 是单位矩阵。
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引理4[7] 设A,B∈Rn,n,A 和A-B 都为非奇异矩阵,则(A-B)-1=A-1+A-1B(E-A-1B)-1A-1。

引理5[7] 若 A ¥<1,那么E-A 是非奇异的,且(E-A)-1 ¥≤
1

1-A ¥

。

2主要结果

Nekrasov矩阵、S-Nekrasov矩阵是H-矩阵的子类。关于该类矩阵的判定、行列式的估计、逆矩阵无穷范数

上界的估计等问题已得到了一些学者的关注和研究[8-15]。本文研究了目前研究较为活跃的Nekrasov矩阵A 的

逆矩阵无穷范数上界的估计问题,并得到了两个较好的结果。

定理1 设矩阵A=(aij)∈Rn,n是Nekrasov矩阵,若max
i∈N

zi(A)
|aii|

U ¥<1,则 A-1
¥≤

max
i∈N

zi(A)
|aii|

1-max
i∈N

zi(A)
|aii|

U ¥

,

其中z1(A)=1,zi(A)=
i-1

j=1

|aij|
|ajj|

zj(A)+1,i∈N,i≠1。

证明 因为矩阵A 是Nekrasov矩阵,则由引理3知E-(|D|-|L|)-1|U|是严格对角占优矩阵,令C=
E-(|D|-|L|)-1|U|,应用引理4和引理5得

C-1
¥=(E-(|D|-|L|)-1|U|)-1 ¥= E+E-1(|D|-|L|)-1|U|(E-E-1(|D|-|L|)-1|U|)-1E-1

¥=

E+E(|D|-|L|)-1|U|(E-E(|D|-|L|)-1|U|)-1 ¥≤

E ¥+ E ¥ (|D|-|L|)-1 ¥ U ¥

1
1-(|D|-|L|)-1U ¥

≤

1+(|D|-|L|)-1 ¥ U ¥

1
1-(|D|-|L|)-1 ¥ U ¥

=
1

1-(|D|-|L|)-1 ¥ U ¥

(1)

下面寻找 C-1
¥ 和 A-1

¥ 的关系。因为C=(|D|-|L|)-1<A>,则<A>=(|D|-|L|)C,于是由引理1知

A-1
¥≤<A>-1 ¥≤C-1

¥ (|D|-|L|)-1 ¥。

下面讨论 C-1
¥ 和(|D|-|L|)-1 ¥ 的上界。因为|D|-|L|是 M-矩阵,则:

(|D|-|L|)-1 ¥=(|D|-|L|)-1e ¥。

令y=(|D|-|L|)-1e,则e=(|D|-|L|)y,写成分量有|a11|y1=1,|aii|yi =1+
i-1

j=1
|aij|yj,i∈N,

i≠1,由于|aii|yi=zi(A),则

(|D|-|L|)-1 ¥=y ¥=max
i∈N

zi(A)
|aii|

。 (2)

将该结果代入(1)式得 C-1
¥≤

1

1-max
i∈N

zi(A)
|aii|

U ¥

。

又因为 A-1
¥≤C-1

¥ (|D|-|L|)-1 ¥,所以 A-1
¥≤

max
i∈N

zi(A)
|aii|

1-max
i∈N

zi(A)
|aii|

U ¥

。 证毕

注1 当U ¥<1时,本文得到的 A-1
¥ 上界的估计式小于文献[15]中的相应估计式,所以这一结果改进了

文献[15]中的结果。

定理2 若矩阵A=(aij)∈Rn,n是Nekrasov矩阵,则 A-1
¥≤
max
i∈N

zi(A)|D|-1 ¥

1-max
i∈N

zi(A)
|aii|

U ¥

。

其中,z1(A)=1,zi(A)=
i-1

j=1

|aij|
|ajj|

zj(A)+1,i∈N,i≠1。
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证明 因为矩阵A 是Nekrasov矩阵,则由引理3知E-(|D|-|L|)-1|U|是严格对角占优矩阵,记B=
|D|-|D|(|D|-|L|)-1|U|,显然B 仍然是严格对角占优矩阵。又因为B=|D|(|D|-|L|)-1<A>,所以<A>=
[|D|(|D|-|L|)-1]-1B=(E-|L||D|-1)B,即 A-1

¥≤<A>-1 ¥≤B-1
¥ (E-|L||D|-1)-1 ¥

下面分别计算 B-1
¥ 和(E-|L||D|-1)-1 ¥。因为B=|D|-|D|(|D|-|L|)-1|U|,则应用引理3知,

B-1
¥≤ D-1

¥ (E-(|D|-|L|)-1|U|)-1 ¥,

(E-(|D|-|L|)-1|U|)-1 ¥= E+E-1(|D|-|L|)-1|U|(E-E-1(|D|-|L|)-1|U|)-1E-1
¥=

E+E(|D|-|L|)-1|U|(E-E(|D|-|L|)-1|U|)-1 ¥≤

E ¥+ E ¥ (|D|-|L|)-1 ¥ U ¥

1
1-(|D|-|L|)-1|U|¥

≤

1+(|D|-|L|)-1 ¥ U ¥

1
1-(|D|-|L|)-1 ¥ U ¥

=
1

1-(|D|-|L|)-1 ¥ U ¥

。

所以 B-1
¥≤ D-1

¥ (E-(|D|-|L|)-1|U|)-1 ¥≤
D-1

¥

1-(|D|-|L|)-1 ¥ U ¥

。

因为E-|L||D|-1是 M-矩阵,所以(E-|L||D|-1)-1 ¥=(E-|L||D|-1)-1e ¥。定义

z(A)=(E-|L||D|-1)-1e,

则e=(E-|L||D|-1)z(A),写成分量有z1(A)=1,zi(A)=1+
i-1

j=1

|aij|
|ajj|

zj(A),i∈N,i≠1。所以

(E-|L||D|-1)-1 ¥=z(A)¥=max
i∈N

zi(A)。

结合以上二式得

A-1
¥≤

D|-1 ¥

1-(|D|-|L|)-1 ¥ U ¥

max
i∈N

zi(A)≤

D|-1 ¥

1-max
i∈N

zi(A)
|aii|

U ¥

max
i∈N

zi(A)=
max
i∈N

zi(A)D|-1 ¥

1-max
i∈N

zi(A)
|aii|

U ¥

。 证毕

注2 定理2所得的 A-1
¥ 的估计式,与文献[15]中估计式的优劣性无法从理论上进行比较。

3数值例子

下面通过选用恰当的数值算例,说明本文的估计式优于文献[15]所给的估计式。设:

A=

8 -0.3 -0.3 -0.1

-9 16 -0.5 -0.4

-6 -4 15 -0.2

-4.9 -0.9 -0.9 6
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è
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çç

ö

ø

÷
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÷
÷÷

。

应用Nekrasov矩阵的定义验证,A 是Nekrasov矩阵,应用文献[15]中的估计式得 A-1
¥≤0.4453,应用本文的

结果得 A-1
¥≤0.4263,A-1

¥≤0.4391。而真值为 A-1
¥=0.3308。

通过上述数值算例发现,本文的结果一定程度上提高了文献[15]中的相应结果。所以定理1,定理2中的估

计式是对Nekrasov矩阵的逆矩阵无穷范数上界估计的一个有益补充和完善。
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NewUpperBoundsoftheInfiniteNormfortheInverseofNekrasovmatrices

LIYanyan
(SchoolofMathematics,WenshanUniversity,WenshanYunnan663009,China)

Abstract:[Purposes]NekrasovmatrixisasubclassofH-matrix,anditalsocontainsstrictlydiagonallydominantmatrix,An

estimateoftheupperboundoftheinfinitenormoftheinverseofthematrix.[Methods]Firstly,splittingofmatrixA(A=D-L-

U);secondly,strictlydiagonallydominantmatrixCisconstructed(C=E-(|D|-|L|)-1|U|);finally,byusingthedefinitionof

Nekrasovmatrix,relatedlemmas,andcontractionofinequality.[Findings]Gottwogoodresultsfor A-1
¥.[Conclusions]

Theoreticalandnumericalexamplesaregiventoshowthattheresultsherearebetterthantheexistingresults.
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