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单位圆内部分零级代数体函数的强Borel点及性质
*

张 进

(德宏师范高等专科学校 数学系,云南 芒市678400)

摘要:【目的】研究单位圆内在一定条件下,零级代数体函数的强Borel点存在性问题。【方法】应用建立的在角域取值的密

指量与特征函数的关系式,以及特征函数与型函数的关系引理。【结果】证明得到了单位圆内在此条件下,零级代数体函

数必存在强Borel点且它的强Borel点必是它的最大型Borel点及Borel点。【结论】从而得到了部分零级代数体函数的强

Borel点存在定理及性质。
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1相关记号与定义

对于代数体函数的Borel方向及最大型Borel方向的存在性有过许多研究,文献[1-3]则进一步研究了复平

面上有限正级、无穷级及零级代数体函数的强Borel方向的存在性。本研究主要针对单位圆内零级代数体函数

的强Borel点存在性及它与最大型Borel点、Borel点的关系进行了讨论。
假定ω(z)是单位圆|z|<1内由不可约方程

ψ(z,ω)=Av(z)ω
v +Av-1

(z)ωv-1
+…+A0(z)=0 (1)

所确定的v 值代数体函数。这里Aj
(z)(j=0,1,…,v)都是|z|<1内解析函数且不在一点同时为零。ω(z)的

单值定义域是一Riemann曲面􀭾Rz,􀭾Rz 是z平面的v 叶覆盖,􀭾Rz 的点用􀭹z 表示,􀭹z 在z平面的投影是z,􀭾Rz 对应

于|z|<r 的部分记为|􀭹z|<r。令S(r,ω)=
1
π∬􀭹z <r

|ω'(z)|
1+|ω2(z)|
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2

dσ,T(r,ω)=
1
v∫

r

0

S(t,ω)
t dt,称

T(r,ω)是ω(z)的球面特征函数,它与Nevanlinna特征函数仅相差一个有界量
[4]。

n(r,􀭾Rz)表示ω(z)在|􀭹z|<r的分支点的个数,分支点的级计算在内。令:

N(r,􀭾Rz)=
1
v∫

r

0

n(t,􀭾Rz)-n(0,􀭾Rz)
t dt+

1
vn(0,􀭾Rz)logr,

由文献[4]可知N(r,􀭾Rz)≤2(v-1)T(r,ω)+o(1)。

记Δ(θ0,ε)={z |argz-θ0|<ε},􀭾Rz 在Δ(θ0,ε)的部分记为Δ
~
(θ0,ε),定义n(r,Δ(θ0,ε),ω=a)表示ω(z)

在Δ
~
(θ0,ε)∩{|􀭹z|<r}的a 值点个数,记重数。类似可定义n(r,Δ(θ0,ε),􀭾Rz),N(r,Δ(θ0,ε),ω=a)及

N(r,Δ(θ0,ε),􀭾Rz)。

ω(z)的级定义为ρ=lim
r→1

logT(r,ω)

log
1
1-r

,若ρ分别为零、正数、∞,则对应地称ω(z)为零级、有限正级、无穷级

代数体函数。本研究将主要讨论满足

lim
r→1

T(r,ω)

logn 1
1-r

=∞,lim
r→1

logT(r,ω)

loglog
1
1-r

=p∈ [n,+∞)(n≥1是正整数) (2)
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的零级代数体函数(事实上,由(2)式显然可得ρ=0)。
定义1 设ω(z)是单位圆|z|<1内由(1)式所定义且满足(2)式的v 值零级代数体函数,若对∀ε∈

0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,对任何复数a,有

lim
r→1

N(r,Δ(θ,ε),ω=a)

U 1
1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷

>0, (3)

至多除去2v 个例外值,称e
iθ0是ω(z)的强Borel点;若(3)式中N(r,Δ(θ,ε),ω=a)换为n(r,Δ(θ,ε),ω=a),

称e
iθ0是ω(z)的最大型Borel点,其中U 1

1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷ 是ω(z)的型函数(它的定义见引理1)。

2几个引理

引理1 设ω(z)是单位圆|z|<1内由(1)式所定义且满足(2)式的v 值零级代数体函数,则存在连续可微

函数U(x),满足以下条件:1)T(r,ω)≪U(x);2)对充分大x,
U(x)
lognx

单调趋于无穷;3)U(xk)=(kp+o(1))·

U(x),k>1是任意正数。其中,x=
1
1-r

,称U(x)是ω(z)的型函数。

注1 由文献[5]中的定理5.2.9可得。
引理2

[6]
 设ω(z)是单位圆|z|<1内由(1)式所定义的v 值代数体函数,a1,a2,…,aq

(q>2)是ω 球面上

相互判别的点,且有􀰐
q

j=1
n(1,aj

)< ∞,n(1,􀭾R)< ∞,则有

(q-2)S(r,ω)≤􀰐
q

j=1
n(1,aj

)+n(1,􀭾R)+
A
1-r

,0<r<1,

其中,A 是仅与a1,a2,…,aq 有关的常数。
引理3 设ω(z)是单位圆|z|<1内由(1)式定义且满足(2)式的v 值零级代数函数,a1,a2,…,aq

,q>2是

ω 球面上相互判别的点,则对任意φ,δ,δ'(0<δ'<δ<
π
2
,0≤φ<2π),任意正数k>1,有

(q-2)T(r,Δ(φ,δ'),ω)≤ [1+2(k-1)]
é

ë

ê
ê􀰐

q

j=1
N(R,Δ(φ,δ),aj

)+N(R,Δ(φ,δ),􀭾Rz)
ù

û

ú
ú +o(U(x)),

其中,x,U(x)如引理1所设,R=1-1/X,X=kx。

证明 设函数f(z)=
(ze-iφ)

π
δ+2(ze-iφ)

π
2δR

π
2δ-R

π
δ

(ze-iφ)
π
δ-2(ze-iφ)

π
2δR

π
2δ-R

π
δ

,则f(z)将{z argz-φ <δ,z ≤R}映射到单位

圆{|f(z)|<1}。记F={z argz-φ <δ',0<r0≤ z ≤r},M=max 1
1- f(z)

|z∈F{ },则由 M 有界性,

f(z)将F 映射到单位圆内某一区域。以下求M 的界。

设z=pe
i(φ+θ)(r0≤p≤r,|θ|<δ'),则|f(z)|=

A2+B2

C2+D2,其中:

A=p
π
δcosπθδ +2p

π
2δR

π
2δcosπθ2δ-R

π
δ,B=p

π
δsinπθδ +2p

π
2δR

π
2δsinπθ2δ

,

C=p
π
δcosπθδ -2p

π
2δR

π
2δcosπθ2δ-R

π
δ,D=p

π
δsinπθδ -2p

π
2δR

π
2δsinπθ2δ

。

  由于1-|f(z)|=
1-

A2+B2

C2+D2

1+
A2+B2

C2+D2

≥
4R

π
2δp

π
2δ(R

π
δ-p

π
δ)cos

πθ
2δ

C2+D2 ,
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C2+D2 <25R
2π
δ,cosπθ2δ≥cos

πδ'
2δ >0,

R
π
δ -p

π
δ ≥R

π
δ -r

π
δ =r

π
δ

ì

î

í

ïï

ïï

é

ë

ê
ê1+

(1-r)(k-1)
kr

ù

û

ú
ú

π
δ

-1
ü

þ

ý

ïï

ïï
≥Cr

π
δ(1-r)。

故M<C
1
1-r

,其中C 是与r无关的正常数,在不同地方代表不同常数,则由引理2,可得:

(q-2)S(r,Δ(φ,δ'),ω)≤􀰐
q

j=1
n(R,Δ(φ,δ),aj

)+n(R,Δ(φ,δ),􀭾Rz)+o 1
1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷ 。

  由X=
1
1-R

,x=
1
1-r

,X=kx,可得
dr
r=

k-1+r
r

dR
R
,对上式两边同除以vr,对r从

1
2

到r积分,可得:

(q-2)T(r,Δ(φ,δ'),ω)-(q-2)T
1
2
,Δ(φ,δ'),ω

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

1+2(k-1)
v

é

ë

ê
ê􀰐

q

j=1∫
R

2k-1
2k

n(R,Δ(φ,δ),aj
)

R dR+∫
R

2k-1
2k

n(R,Δ(φ,δ),􀭾Rz)
R dR

ù

û

ú
ú +olog

1
1-r

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。

由上式,结合引理1,可得:

(q-2)T(r,Δ(φ,δ'),ω)≤[1+2(k-1)]
é

ë

ê
ê􀰐

q

j=1
N(R,Δ(φ,δ),aj

)+N(R,Δ(φ,δ),􀭾Rz)
ù

û

ú
ú +o(U(x))。 证毕

  引理4 设ω(z)是单位圆|z|<1内由(1)式所定义且满足(2)式的v 值零级代数体函数,m(m≥4)是正整

数,令θi=2πi/m,Ω(θi)={z argz-θi <2π/m}(i=0,1,…,m-1),则在这m 个角域{Ω(θi)}至少存在一个

角域Ω(θi),使得对任意复数a,有lim
r→1

N(r,Ω(θi),ω=a)

U 1
1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷

>0,至多除去2v 个例外值。

证明 假设结论不成立,则对每一个Ω(θi),i=0,1,…,m-1,至少存在q=2v+1个值{aj
i}

q
j=1
,满足

lim
r→1

N(r,Ω(θi),ω=a
j
i)

U 1
1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷

=0,则对i,j一致有:

N(r,Ω(θi),ω=aj
i)=o(U(x)),x=

1
1-r

。 (4)

  设θi,l =
2πi
m +

2πl
αm
,α是任意正整数,0≤l≤α-1,记Ωi,l={z z <R,θi,l≤argz<θi,l+1

},则{z z <

R}=∪
α-1
l=0 ∪

m-1
i=0Ωi,l,因此必存在l(0≤l≤α-1),不妨设l=0,使得􀰐

m-1

i=0
n(Ωi,0,􀭾Rz)≤

1
αn(R,􀭾Rz)。记Ωi =

z
θi,0+θi,1

2 ≤argz≤
θi+1,0+θi+1,1

2{ },Ω0
i={z|θi,0<argz<θi+1,1

},则Ωi⊂Ω0
i。由于∪

m-1
i=0Ω

0
i 仅在∪

m-1
i=0Ωi,0

上覆盖两次,故:

􀰐
m-1

i=0
N(R,Ω0

i,􀭾Rz)≤ 1+
1
α

æ

è
ç

ö

ø
÷N(R,􀭾Rz)+o(1)。 (5)

  对Ωi,Ω
0
i 应用引理3,再对上式中的i=0,1,…,m-1求和,结合(4),(5)式及引理1,可得:

(q-2)T(r,ω)≤ 1+
1
α

æ

è
ç

ö

ø
÷[1+2(k-1)]N(R,􀭾Rz)+o(U(X))+o(U(x))≤

2(v-1)1+
1
α

æ

è
ç

ö

ø
÷[1+2(k-1)]T(R,ω)+o(U(X))+o(U(x)),X =

1
1-R

。 (6)

  由引理1中2)可知:对充分大x,U(x)单调增加,再结合引理1中1),3)可得:

T(R,ω)≤U(X)=U(kx)≤U(xk)=(kp +o(1))U(x),当x≥x0 >k
1

k-1。

  故对(6)式两边同除以U(x),令r→1取上极限,可得q-2≤2(v-1)1+
1
α

æ

è
ç

ö

ø
÷[1+2(k-1)]kp,再让α→
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∞,k→1+,可得q≤2v,矛盾。 证毕

3主要结果及证明

定理1 设ω(z)是单位圆|z|<1内由(1)式所定义且满足(2)式的v 值零级代数体函数,则ω(z)必存在强

Borel点。
证明 由引理4,对任意正整数m(m≥4),总存在一个角域不妨记为Ω(θ0m),使得对任意复数a(至多有2v

个例外值a),有lim
r→1

N(r,Ω(θ0m),ω=a)

U 1
1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷

>0。

由于{θ0m}有界,存在一收敛子列,仍记为{θ0m},令limm→∞
θ0m=θ0,则e

iθ0即为ω(z)的强Borel点。 证毕

推论1 设ω(z)是单位圆|z|<1内由(1)式所定义且满足(2)式的v 值零级代数体函数,则ω(z)的强

Borel点必是它的最大型Borel点。

证明 由定理1,ω(z)必存在强Borel点,不妨设为设e
iθ0,则对∀ε∈ 0,

π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,任意复数a(至多有2v 个例外

值a),有lim
r→1

N(r,Δ(θ0,ε),ω=a)

U 1
1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷

>0。由于当0<r0<r<1,有

N(r,Δ(θ0,ε),ω=a)=
1
v∫

r

r0

n(r,Δ(θ0,ε),ω=a)
r dr+N(r0,Δ(θ0,ε),ω=a)≤

1
vn(r,Δ(θ0,ε),ω=a)log

r
r0

+c。

  上式同除以U 1
1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷,让r→1取上极限,可得lim

r→1

n(r,Δ(θ0,ε),ω=a)

U 1
1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷

>0,即得结论。 证毕

注2 依照文献[7]中结论对复平面零级代数体函数的最大型Borel方向的定义,由本推论结论显然可得

lim
r→1

n(r,Δ(θ0,ε),ω=a)

U 1
1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷ log

1
1-r

>0,故本推论可看作是文献[7]中结论在单位圆内的推广。

推论2 设ω(z)是单位圆|z|<1内由(1)式所定义且满足(2)式的v 值零级代数体函数,则ω(z)的强

Borel点必是其关于
1
1-rU

1
1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷ 的Borel点。

证明 由定理1,设e
iθ0 是ω(z)的强Borel点,则有lim

r→1

logn(r,Δ(θ0,ε),ω=a)

log
1
1-rU

1
1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

≥1,其中ε∈ 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ 是任意

正数,a 是任意复数(至多有2v 个例外值a)。否则,对于某个ε∈ 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,存在q=2v+1个值{aj

}q
j=1
,存在

σ>0,对每一个j一致有lim
r→1

logn(r,Δ(θ0,ε),ω=aj
)

log
1
1-rU

1
1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

<1-2σ,结合引理1,得:

N(r,Δ(θ0,ε),ω=aj
)=
1
v∫

r

r1

n(r,Δ(θ0,ε),ω=aj
)

r dr+N(r1,Δ(θ0,ε),ω=aj
)≤

1
v∫

r

r1

U1-σ 1
1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷
1
1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷

1-σ

r dr+c≤
U1-σ 1

1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷

vr1σ
[(1-r1)

σ -(1-r)σ]+c。

所以lim
r→1

N(r,Δ(θ0,ε),ω=aj
)

U 1
1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷

≤lim
r→1

c

Uσ 1
1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷

=0,这与e
iθ0是ω(z)的强Borel点矛盾。 证毕
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另一方面,对任意复数a,结合引理1,有

n(r,a)log
R
r ≤∫

R

r

n(t,a)
t dt≤vN(R,a)≤vT(R,ω)+o(1)≤vU(X)+o(1)=

vU(kx)+o(1)≤vU(xk)+o(1)=v(kp +o(1))U(x), (7)

其中,R=1-
1
X=1-

1
kx=

k-1+r
k

,x=
1
1-r

,log
R
r=log1+

(k-1)(1-r)
kr

é

ë
êê

ù

û
úú=

(k-1)(1-r)
kr

æ

è
ç

ö

ø
÷(1-o(1))。

则结合(7)式,可得lim
r→1

logn(r,Δ(θ0,ε),ω=a)

log
1
1-rU

1
1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

≤1。

综上,对∀ε∈ 0,
π
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,对任意的复数a(有穷或否),至多除去2v个例外值,有lim

r→1

logn(r,Δ(θ0,ε),ω=a)

log
1
1-rU

1
1-r
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

=1,

即得结论(可参见文献[8]中的定义)。 证毕
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TheMaximalityBorelPointandItsPropertiesofSome
AlgebroidalFunctionwithZeroOrderinUnitDisk

ZHANGJin
(DepartmentofMathematics,DehongTeacherCollege,MangshiYunnan678400,China)

Abstract:[Purposes]InordertostudyexistenceproblemaboutthemaximalityBorelpointofalgebroidalfunctionwithzeroorderof

growthinunitdiskincertainconditions.[Methods]Byusingestablishedrelationofitscountingfunctioninangulardomainand
characteristicfunction,andlemmasaboutrelationofcharacteristicfunctionandtypefunction.[Findings]Itprovedthatalgebroidal
functionwithzeroorderofgrowthinunitdiskinthisconditionsmustpossessonemaximalityBorelpoint,anditsmaximalityBorel

pointmustbeitsmaximumBorelpointandBorelpoint.[Conclusions]Itgainedthatexistencetheoremandpropertiesofsome
algebroidalfunctionwithzeroorderinunitdisk.
Keywords:algebroidalfunction;maximalityBorelpoint;zeroorder;unitdisk
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