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基于Q-函数的集值Ekeland变分原理
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摘要:【目的】在拟度量空间中建立一种新类型的集值Ekeland变分原理。【方法】利用非线性标量化函数和Q-函数等工具

对拟度量空间中的数值Ekeland变分原理和 Ha型集值Ekeland变分原理进行进一步推广。【结果】在拟度量空间中建立

集值映射的Ekeland变分原理。【结论】新的Ekeland变分原理包含一些经典的Ekeland变分原理作为特例,对拟度量空

间中的数值Ekeland变分原理和 Ha型集值Ekeland变分原理进行推广。
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众所周知,Ekeland变分原理已成为解决非线性分析、最优控制理论、博弈论以及向量优化领域相关问题的

强有力的工具。20世纪70年代,Ekeland[1-2]给出了关于带扰动的下半连续函数取严格极小值的经典的Ekeland
变分原理,这是非线性分析中最重要的成果之一。近些年来,许多学者对Ekeland变分原理做了大量广泛而深

入的研究,并取得了一系列重要研究成果[3-11]。特别地,Al-Homidan等人[3]分别在拟度量空间和完备拟度量空

间中建立了具有Q-函数的Ekeland变分原理,并在完备拟度量空间中研究它的等价性。Chen等人[4]分别基于

完备序空间和完备度量空间建立了广义集值Ekeland变分原理。Ha[5]于局部凸空间中建立了一类变形的集值

Ekeland变分原理,即Ha型集值Ekeland变分原理,并研究了它的稳定性。Qiu[6]对Ha在文献[5]中所建立的

Ha型集值Ekeland变分原理进行了进一步的改进,并建立了相应的等价性定理。此外,Gutiérrez等人[7]和

Qiu[8]对集值度量形式的集值Ekeland变分原理进行了大量研究。
本文在文献[3-6,9]中研究工作的启发下,借助于非线性变量化函数并利用Q-函数等工具对拟度量空间中

的数值Ekeland变分原理和 Ha型集值Ekeland变分原理进行推广,在拟度量空间中建立一种新类型的集值

Ekeland变分原理。

1预备知识

本文设Y 为局部凸空间,R表示实数集,R+表示非负实数集,R++表示正实数集。记intA 和∂A 分别表示

集合A 的拓扑内部和A 的边界。锥K 称为点锥当且仅当K∩(-K)={0}。设K⊆Y 为点闭凸锥且intK≠
∅,对任意的x,y∈K 有x≤Ky⇔y-x∈K。

设 X 为非空集合。若实值函数d:X×X→R+ 使得对任意x,y∈X 满足:i)非负性,d(x,y)≥0,

d(x,y)=0⇔x=y;ii)三角不等式,d(x,y)≤d(x,z)+d(z,y),则称映射d 是X 上的拟度量,(X,d)称为拟

度量空间。
注1 若拟度量d 还满足:iii)对称性,对任意x,y∈X 满足d(x,y)=d(y,x),则称拟度量d 是X 上的度

量,(X,d)称为度量空间。故拟度量空间是度量空间的推广。
集值映射F:X→2Y 和数值函数φ:Y→R++。称F 为K-闭的,若对任意x∈X 使得F(x)+K 是闭的。称

φ 是K-非减函数,若对任意A,B⊆Y 满足B⊆A+K,则φ􀳱A≤φ􀳱B。
定义1[3] 设(X,d)为拟度量空间,映射q:X×X→R+满足:(Q1)q(x,y)≤q(x,z)+q(z,y),∀x,y,
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z∈X;(Q2)若x∈X,序列{yn}n∈N⊆X,存在 M=M(x)>0使得q(x,yn)≤M,lim
n→∞

yn=y(关于拟度量),则

q(x,y)≤M;(Q3)对任意ε>0,存在δ>0,使得q(x,y)≤δ和q(x,z)≤δ蕴含d(y,z)≤ε,则称映射q 在X
中为Q-函数。

定义2[6] 称F 在点x 处为K-依次下单调函数,若任意n∈N,F(xn)⊆F(xn+1)+K 且xn→x 蕴含

F(xn)⊆F(x)+K。称F 在X 上为K-依次下单调函数,若F 在任意x∈X 处均为K-依次下单调函数。
定义3[6] 称(X,d)为(F,K)-下完备的,若Cauchy点列{xn}n∈N⊆X 收敛且对任意n∈N满足F(xn)⊆

F(xn+1)+K。
引理1[3] 设(X,d)为拟度量空间,q为Q-函数,设序列{xn}n∈N⊆X,{αn}n∈N⊆R+,{βn}n∈N⊆R+且αn→0,

βn→0。对任意x,y,z∈X 有下列结果成立:

i)若对任意n∈N均有q(xn,y)≤αn 和q(xn,z)≤βn,则y=z。特别地,若q(x,y)=0和q(x,z)=0,则

y=z。
ii)若对任意n,m∈N,m>n 有q(xn,xm)≤αn,则{xn}n∈N是Cauchy点列。
非线性标量化函数Ψk,K:Y→R∪{+∞}定义为 Ψk,K=inf{t∈R:y∈tk-K},其中k∈Y,∅≠K⊆Y,

inf∅=+∞。
引理2[3] 设k0∈intK,则Ψk0,K

是次线性下半连续函数且对任意y∈Y 具有如下性质:i)Ψk0,K
(y)<r⇔

y∈rk0-intK;ii)Ψk0,K
(y)≤r⇔y∈rk0-K;iii)Ψk0,K

(y)=r⇔y∈rk0-∂K。特别地,Ψk0,K
(k0)=1,

Ψk0,K
(λk0)=λ,∀λ∈R,则 有:iv)Ψk0,K

(y)≥r⇔y∉rk0-intK;v)Ψk0,K
(y)>r⇔y∉rk0-K;

vi)Ψk0,K
(y+λk0)=Ψk0,K

(y)+λ,∀λ∈R;vii)y1≤Ky2⇒Ψk0,K
(y1)≤Ψk0,K

(y2)。

2主要结果

本节主要利用非线性标量化函数建立具有Q-函数的集值Ekeland变分原理,并讨论它一些特殊形式。
引理3 设(X,d)是拟度量空间,k0∈intK,q为Q-函数,φ 为K-非减函数。在X 中定义序“􀳩”:

v􀳩u⇔u=v 或F(u)⊆F(v)+
1

φ􀳱F(u)
q(u,v)k0+K,

则序“􀳩”为拟序,即序“􀳩”满足自反性和传递性。
证明 显然序“􀳩”具有自反性。下证序“􀳩”具有传递性。设任意u,v,w∈X 使得v􀳩u,w􀳩v,即:

u=v 或F(u)⊆F(v)+
1

φ􀳱F(u)
q(u,v)k0+K, (1)

v=w 或F(v)⊆F(w)+
1

φ􀳱F(v)
q(v,w)k0+K。 (2)

若u=v 或v=w,序“􀳩”显然具有传递性,故设u≠v≠w,则由(1)式和(2)式以及K 为凸锥可得:

F(u)⊆F(w)+
1

φ􀳱F(v)
q(v,w)k0+K +

1
φ􀳱F(u)

q(u,v)k0+K =

F(w)+
1

φ􀳱F(u)
q(u,v)k0+

1
φ􀳱F(v)

q(v,w)k0+K =

F(w)+
1

φ􀳱F(u)
q(u,v)+φ􀳱F(u)

φ􀳱F(v)
q(v,w)

æ

è
ç

ö

ø
÷k0+K。 (3)

  因为φ􀳱F(u)>0,q(u,v)≥0,k0∈intK 以及K 为凸锥,故由(1)式得F(u)⊆F(v)+K,再由φ 为K-非减

函数得φ􀳱F(u)≥φ􀳱F(v),由φ􀳱F(u)>0,φ􀳱F(v)>0以及Q-函数定义中(Q1)知q(u,v)+φ
􀳱F(u)

φ􀳱F(v)
q(v,w)≥

q(u,v)+q(v,w)≥q(u,w),则:

q(u,v)+φ􀳱F(u)
φ􀳱F(v)

q(v,w)
æ

è
ç

ö

ø
÷k0 ∈q(u,w)k0+K。 (4)

  从而由(3)式和(4)式可得F(u)⊆F(w)+
1

φ􀳱F(u)
q(u,w)k0+K,即w􀳩u,故“􀳩”具有传递性,因此序

“􀳩”为拟序。 证毕
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引理4 设(X,d)是拟度量空间,k0∈intK,集值映射F 在X 上为K-依次下单调函数,q 为Q-函数,φ 为

K-非减函数。设序列 xn{ }n∈N⊆X 是关于􀳩的递减序列(即对任意n∈N有xn+1􀳩xn)且收敛于x,则对任意

n∈N有x􀳩xn。
证明 因为序列{xn}n∈N⊆X 是关于􀳩的递减序列,则对任意n∈N有xn+1􀳩xn,即:

xn+1=xn 或F(xn)⊆F(xn+1
)+

1
φ􀳱F(xn)

q(xn,xn+1
)k0+K, (5)

若xn+1=xn,则序列{xn}n∈N⊆X 为常数序列,结论显然成立,故不妨假设xn+1≠xn。又因为φ􀳱F(xn)>0,

q(xn,xn+1)≥0,k0∈intK 以及K 为凸锥,故由(5)式可得F(xn)⊆F(xn+1)+K。又F 在X 上为K-依次下单

调函数,则:

F(xn)⊆F(x)+K,∀n∈N。 (6)

  任意给定n∈N,则至多存在一个 m1>n 使得q(xn,xm1
)=0,否则,若存在 m2>n 且m1≠m2 使得

q(xn,xm2
)=0,则根据引理1中的i)可得m1=m2,这是矛盾的。故不妨取对任意m∈N 且m>m1>n 使得

q(xn,xm)>0。再由序列{xn}n∈N⊆X 是关于􀳩的递减序列可得xm􀳩xn,即:

F(xn)⊆F(xm)+
1

φ􀳱F(xn)
q(xn,xm)k0+K。 (7)

  由(6)式中n 的任意性有F(xm)⊆F(x)+K,再结合(7)式以及K 为凸锥可得:

F(xn)⊆F(x)+
1

φ􀳱F(xn)
q(xn,xm)k0+K。

则对任意yn∈F(xn),存在y∈F(x),使得yn⊆y+
1

φ􀳱F(xn)
q(xn,xm)k0+K,即:

y-yn ∈-
1

φ􀳱F(xn)
q(xn,xm)k0-K。 (8)

  利用引理2中的ii)和(8)式可得 Ψk0,K
(y-yn)≤-

1
φ􀳱F(xn)

q(xn,xm),从而通过φ􀳱F(xn)>0有

q(xn,xm)≤-φ􀳱F(xn)Ψk0,K
(y-yn)。设M=-φ􀳱F(xn)Ψk0,K

(y-yn)。

又φ􀳱F(xn)>0,q(xn,xm)>0,k0∈intK,故通过(8)式有y-yn∈-intK,从而通过引理2中的i)可得

Ψk0,K
(y-yn)<0,故 M>0,因此利用Q-函数的定义中(Q2),可得对任意固定的n∈N 有q(xn,x)≤M=

-φ􀳱F(xn)Ψk0,K
(y-yn),即Ψk0,K

(y-yn)≤-
1

φ􀳱F(xn)
q(xn,x),故由引理2中的ii)可得:

y-yn ∈ -
1

φ􀳱F(xn)
q(xn,x)k0-K,

故联合y∈F(x)有:

yn ∈y+
1

φ􀳱F(xn)
q(xn,x)k0+K ⊆F(x)+

1
φ􀳱F(xn)

q(xn,x)k0+K。

  又由yn∈F(xn)的任意性知F(xn)⊆F(x)+
1

φ􀳱F(xn)
q(xn,x)k0+K,即对任意n∈N有x􀳩xn。 证毕

定理1 设(X,d)是拟度量空间,k0∈intK,集值映射F 在X 上为K-依次下单调函数,q 为Q-函数,φ 为

K-非减函数。设(X,d)为(F,K)-下完备的。假设x0∈X 使得F(x0)⊈F(X)+k0+K。则存在x∈X,使得

F(x0)⊆F(x)+
1

φ􀳱F(x0)
q(x0,x)k0+K, (9)

F(x)⊈F(x)+
1

φ􀳱F(x)
q(x,x)k0+K,∀x∈X\{x}。 (10)

  证明 设S(x0) {x∈X:x􀳩x0}= x∈X:x=x0 或F(x0)⊆F(x)+
1

φ􀳱F(x0)
q(x0,x)k0+K{ }。由引

理3可得x0∈S(x0)。又F(x0)⊈F(X)+k0+K,则存在y0∈F(x0)满足y0∉F(X)+k0+K,即:

F(X)∩ (y0-k0-K)=∅。 (11)
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  由S(x0)⊆X 可得F(S(x0))∩(y0-k0-K)=∅。于是对任意y∈F(S(x0))满足y∉y0-k0-K,即

y-y0∉-k0-K。故利用引理2中的v)可得对任意y∈F(S(x0))有 Ψk0,K
(y-y0)>-1。又因为y0∈

F(x0)⊆F(S(x0))和Ψk0,K
(y0-y0)=Ψk0,K

(0)=0,则:

-1≤ inf
y∈F(S(x0))

Ψk0,K
(y-y0)<+∞。 (12)

  下面在X 中归纳非常值序列{xn}n∈N⊆X。取x1∈S(x0)和y1∈F(x1)满足:

Ψk0,K
(y1-y0)< inf

y∈F(S(x0))
Ψk0,K

(y-y0)+
1
2
。 (13)

  对任意x∈S(x1)有x􀳩x1,又由x1∈S(x0),可知x1􀳩x0,故由引理3可得x􀳩x0,即x∈S(x0),因此

S(x1)⊆S(x0)。结合(11)式可得F(S(x1))∩(y0-k0-K)=∅,则对任意y∈F(S(x1))有y∉y0-k0-K,
即y-y0∉-k0-K,从而利用引理2中的v)可得对任意y∈F(S(x1))有Ψk0,K

(y-y0)>-1,再结合(12)式
和(13)式可得-1≤ inf

y∈F(S(x1))
Ψk0,K

(y-y0)<+∞,再取x2∈S(x1)和y2∈F(x2)满足:

Ψk0,K
(y2-y0)< inf

y∈F(S(x1))
Ψk0,K

(y-y0)+
1
22
。

  同理可得x2􀳩x1 和S(x2)⊆S(x1)。以此类推,假设xn-1∈S(xn-2)和yn-1∈F(xn-1)已知,则选取xn∈
S(xn-1)和yn∈F(xn)使得:

Ψk0,K
(yn -y0)< inf

y∈F(S(xn-1))
Ψk0,K

(y-y0)+
1
2n
。 (14)

  于是可得序列{xn}n∈N⊆X 是关于􀳩的递减序列和S(x0)⊇S(x1)⊇S(x2)⊇…⊇S(xn)⊇…。
下证{xn}n∈N⊆X 是Cauchy点列。对任意n∈N有xn∈S(xn-1),则xn􀳩xn-1,故由引理3可得,对满足

n<m的正整数n 和m 有xm􀳩xn。又由“􀳩”的定义和{xn}n∈N⊆X 是非常值序列可得:

yn ∈F(xn)⊆F(xm)+
1

φ􀳱F(xn)
q(xn,xm)k0+K。

  因此,存在y'm∈F(xm)使得yn∈y'm+
1

φ􀳱F(xn)
q(xn,xm)k0+K,即:

yn -y0 ≥Ky'm-y0+
1

φ􀳱F(xn)
q(xn,xm)k0。

故由引理2中的vi)和vii)可得:

Ψk0,K
(yn -y0)≥Ψk0,K

(y'm-y0)+
1

φ􀳱F(xn)
q(xn,xm)。 (15)

  又由xm∈S(xm-1)⊆…⊆S(xn-1),得y'm∈F(xm)⊆F(S(xn-1)),因此

Ψk0,K
(y'm-y0)≥ inf

y∈F(S(xn-1))
Ψk0,K

(y-y0)。 (16)

则由(14)~(16)式可得对n<m 的两个正整数n 和m,有:

1
φ􀳱F(xn)

q(xn,xm)≤Ψk0,K
(yn -y0)-Ψk0,K

(y'm-y0)≤Ψk0,K
(yn -y0)- inf

y∈F(S(xn-1))
Ψk0,K

(y-y0)<
1
2n
。

  又φ􀳱F(xn)>0,故令αn=φ􀳱F(xn)·
1
2n,则q(xn,xm)≤αn 和αn≥0。又因为lim

n→∞

1
2n=0,则limn→∞

αn=0,故根

据引理1中的ii)可得{xn}n∈N⊆X 是Cauchy点列。又因为xn+1∈S(xn),k0∈intK⊆K 以及K 为凸锥,则

F(xn)⊆F(xn+1)+
1

φ􀳱F(xn)
q(xn,xn+1)k0+K⊆F(xn+1)+K,故由(X,d)为(F,K)-下完备的,则存在x∈X

使得lim
n→∞

xn=x。又由序列{xn}n∈N⊆X 是关于􀳩的递减序列和引理4可得对任意n∈N有x􀳩xn,从而可得

x∈S(xn)。再结合S(xn)⊆S(xn-1)⊆…⊆S(x0),于是x∈S(x0),即F(x0)⊆F(x)+
1

φ􀳱F(x0)
q(x0,x)k0+

K,故(9)式成立。
下证S(x)= x{ }。显然x∈S(x)。对任意的z∈S(x),则z􀳩x,又因为对任意n∈N有x􀳩xn,故由引理

3可得对任意n∈N有z􀳩xn。从而通过对任意n∈N有x􀳩xn 和z􀳩xn 可得:
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F(xn)⊆F(z)+
1

φ􀳱F(xn)
q(xn,z)k0+K,F(xn)⊆F(x)+

1
φ􀳱F(xn)

q(xn,x)k0+K。

  又yn∈F(xn),则存在y'∈F(z)和存在y∈F(x)使得:

yn -y0 ⊆y'-y0+
1

φ􀳱F(xn)
q(xn,z)k0+K,yn -y0 ⊆y-y0+

1
φ􀳱F(xn)

q(xn,x)k0+K,

即yn-y0≥Ky'-y0+
1

φ􀳱F(xn)
q(xn,z)k0,yn-y0≥Ky-y0+

1
φ􀳱F(xn)

q(xn,x)k0。

故由引理2中的vi)和vii)可得:

Ψk0,K
(yn -y0)≥Ψk0,K

(y'-y0)+
1

φ􀳱F(xn)
q(xn,z), (17)

Ψk0,K
(yn -y0)≥Ψk0,K

(y-y0)+
1

φ􀳱F(xn)
q(xn,x)。 (18)

  因为对任意n∈N有x􀳩xn 和z􀳩xn,则z∈S(xn)⊆S(xn-1),x∈S(xn)⊆S(xn-1),故y'∈F(z)⊆
F(S(xn-1)),y∈F(x)⊆F(S(xn-1)),因此:

Ψk0,K
(y'-y0)≥ inf

y∈F(S(xn-1))
Ψk0,K

(y-y0), (19)

Ψk0,K
(y-y0)≥ inf

y∈F(S(xn-1))
Ψk0,K

(y-y0), (20)

则由(14)式和(17)~(20)式可得:

1
φ􀳱F(xn)

q(xn,z)≤Ψk0,K
(yn -y0)-Ψk0,K

(y'-y0)≤Ψk0,K
(yn -y0)- inf

y∈F(S(xn-1))
Ψk0,K

(y-y0)<
1
2n
,

1
φ􀳱F(xn)

q(xn,x)≤Ψk0,K
(yn -y0)-Ψk0,K

(y-y0)≤Ψk0,K
(yn -y0)- inf

y∈F(S(xn-1))
Ψk0,K

(y-y0)<
1
2n
。

  又φ􀳱F(xn)>0,故令αn=βn=φ􀳱F(xn)·
1
2n,则q(xn,z)≤αn,q(xn,x)≤βn 和αn=βn≥0。又因为lim

n→∞

1
2n=0,

则lim
n→∞

αn=limn→∞
βn=0,故根据引理1中的i)可得z=x,再由z 的任意性知S(x)= x{ },因此对任意x∈X\{x},

有x∉S(x),即F(x)⊈F(x)+
1

φ􀳱F(x)
q(x,x)k0+K,故(10)式成立。 证毕

注2 当Y=R∪{+∞},K=R+,k0=1,集值映射F 退化为数值函数时,则定理1可退化为文献[3]中定

理3.1形式的Ekeland变分原理。
推论1 设(X,d)是拟度量空间,k0∈intK,集值映射F:X→2Y 在X 上为K-依次下单调函数,q 为Q-函

数,φ 为K-非减函数。设(X,d)为(F,K)-下完备的。假设x0∈X 和对任意ε>0使得F(x0)⊈F(X)+εk0+
K。则存在x∈X,使得:

F(x0)⊆F(x)+
ε

φ􀳱F(x0)
q(x0,x)k0+K,F(x)⊈F(x)+

ε
φ􀳱F(x)

q(x,x)k0+K,∀x∈X\{x}。

  证明 由于q为Q-函数,显然根据Q-函数的定义易得对任意ε>0,εq也是Q-函数,故通过定理1可得成立。
证毕

注3 当(X,d)为度量空间,对任意x,y∈X 有q(x,y)=d(x,y)和对任意A⊆Y 有φ􀳱A=1时,则推论1
可退化为文献[6]中定理3.1中λ=1形式的Ekeland变分原理。
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Ekeland’sVariationPrincipleviaQ-functionwithSet-valuedMaps
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Abstract:[Purposes]Anewtypeofset-valuedEkeland’svariationprincipleisintroducedinquasi-metricspaces.[Methods]Generalize
thescalarEkeland’svariationprincipleinquasi-metricspacesandHa’sversionofset-valuedEkeland’svariationprinciplebyusing
sometoolsincludingasnonlinearscalarizationfunctionandQ-functions.[Findings]EstablishtheEkeland’svariationalprinciplevia
Q-functionswithset-valuedmapsinquasi-metricspaces.[Conclusions]NewEkeland’svariationprincipleincludessomeclassical
Ekeland’svariationprinciplesasitsspecialcases.
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