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基于截断学习效应的流水作业排序问题研究
*
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摘要:【目的】给出具有截断学习效应的加权总完工时间流水作业排序问题的最优解。【方法】建立具有截断学习效应的加

权总完工时间流水作业排序问题的数学模型,给出优势性质、下界和上界,并采用分支定界算法求解该问题的最优解。
【结果】数值模拟结果表明:启发式算法得到的解比较准确,最大误差为0.4117,分支定界算法的效率比较高,处理100个

工件所用的最大时间不超过460s。【结论】计算结果表明分支定界算法能够很快地给出该问题的最优排序。
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排序论是运筹学、组合优化、计算机科学、生产物流管理及工业工程中的一个重要问题[1-3]。在实际生产中,
由于工人(机器)对工作熟悉程度的不断增加,会导致排在后面工件的加工时间越来越短,这就是学习效应[4]。
但由于学习效应不能无限进行下去,所以产生截断学习效应,即给定了一个截断参数来进行控制,使该工件的学

习效应随着排列位置的靠后而逐渐趋于稳定。Biskup[5]首次引入学习效应的数学模型,即工件Jj 的实际加工

时间为Pjr=Pjr
a,其中Pj 是工件Jj 的正常加工时间,a≤0为学习因子,r为工件Jj 所排的位置,他证明了目标

为极小化共同工期偏差与完工时间和的单机排序问题是多项式时间可解。Cheng等人[6]提出了与Biskup[5]不同的

模型,即基于工件位置的线性函数学习效应模型:Pjr=Pj-vjmin{r-1,n0j}(n0j≤n-1),其中vj

æ

è

ç
çç
vj<

Pj

n0j

ö

ø

÷
÷÷
表示与

加工工件数量有关的学习率,n0i表示工件Jj 的学习效应稳定值。此后,Kuo等人[7]又提出了有关依赖时间的学

习效应模型,即Pjr=Pj
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,其中P[l]是排在第l个位置上的正常加工时间,a≤0为学习效应因子,

他们证明了单机总完工时间排序问题能够利用最小加工时间优先(SPT)规则能得最优排序。此外,Mosheiov[8]

研究了工件具有学习效应的平行机排序问题,证明了极小化完工时间问题存在多项式时间的最优算法。
Mosheiov等人[9]研究了所有工件都有共同学习率的极小化最大务工工件数问题。Bachman等人[10]研究了两种

学习曲线模型,即线性模型与指数模型。Wang[11]研究了工件同时具有学习效应与恶化效应的单机与流水作业

排序问题,并对一些目标函数给出了多项式时间最优算法。Wang[12]研究了工件同时具有学习效应与恶化效应

的单机排序问题,提出了更具有一般性的新模型,并对一些目标函数给出了多项式时间最优算法。Wang等

人[13]研究了与文献[7]相同的模型,只是目标函数为加权总完工时间、最大延误和误工工件数。Wu等人[14]研究

了工件具有位置截断学习效应的排序问题,即工件Jj 的实际加工时间为Pjr=Pjmax{r
a,b},其中b是一个给

定的截断学习效应控制参数,0<b<1。王吉波等人[15]研究了工件具有准备时间和学习效应的单机排序问题。
Wang等人[16]研究了工件具有截断学习效应的另外一个模型,即工件Jj 的实际加工时间为Pjr=Pjmax{r

aj,

b},其中aj≤0为工件Jj 的学习效应因子。王吉波等人[17]研究了工件具有可控加工时间和学习效应的单机排

序问题。白静等人[18]研究了工件具有准备时间和截断学习效应的单机排序问题。刘颖等人[19]研究了工件具有

学习效应的多客户配送的单机供应链排序问题。
上述研究大多数是对单机和平行机排序问题进行讨论,Wang等人[20]研究了具有学习效应的流水作业排序
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问题,对目标函数为最大完工时间、完工时间和这两个问题分别给出了近似算法,并分析了算法的最坏情况界。
Wang[21]考虑了与文献[10]相同的模型,只是从单机问题变成了流水作业问题,并提出了把经典的Johnson规则

作为一个启发式算法来解决两台机器的最大完工时间问题。Chen等人[22]研究了具有学习效应的流水作业排序

问题,其中目标函数为总完工时间与最大延误的加权和的双目标函数。他们研究了此问题的一些性质,并给出

了求解算法。孙林辉等人[23]研究了工件具有学习效应的总完工时间极小化流水作业排序问题。此外,Lee等

人[24]研究了具有学习效应的总延误时间流水作业排序问题。Wang等人[25]研究了具有一般指数学习效应的流

水作业排序问题,对几个正则目标函数分别给出了启发式算法。Shiau等人[26]研究了具有学习效应的两台机器

双代理流水作业排序问题,其中目标函数为总完工时间。他们对此问题给出了一些性质,并给出了求解算法。
Wang等人[27]研究了工件具有位置权学习效应的流水作业排序问题,对一个双目标函数问题,即最大完工时间

与总完工时间的加权和问题给出了求解算法。
综上,对于截断学习效应的概念研究的大多数是单机排序问题,Wang等人[28]将截断学习效应和流水作业

排序问题结合到一起,研究了具有截断学习效应的流水作业排序问题。对于几类正则目标函数,他们则给出了

一些近似算法,并分析了这些算法的最坏情况界,同时用数值模拟的方法说明了这些算法的好坏。然而对一些

目标函数给出的都是启发式算法,得到的解都是近似解,并没有给出求最优解的算法。本文研究与文献[28]相
同的模型,机器限定为两台,目标函数为加权总完工时间,给出了优势性质、下界和上界,从而可以用分支定界算

法求出最优解。

1问题描述

设有n 个工件J1,J2,…,Jn 依次在两台机器M1 和M2 上加工,工件在每台机器上的加工顺序相同,即排列

排序。工件在加工过程中要求机器不允许中断,也就是每个工件必须先在第一台机器上加工后才可以在第二台

机器上进行加工,且同一台机器必须要结束上一个工序后才可以进行下一个工件工序的加工。同时假定工件Jj

排在机器Mi(i=1,2)上的实际加工时间为Pijr=Pijmax{r
a,b},其中i=1,2;r,j=1,2,…,n;Pij为工件在机

器Mi(i=1,2)上的正常加工时间;a 为学习因子,且a≤0;r表示工件所排的位置;b是一个给定的截断学习效

应的控制参数,且0<b<1。令Cij为工件Jj 在机器Mi(i=1,2)上的完工时间,目标是确定工件的加工顺序使

得工件的加权总完工时间为最小,即min􀰐
n

j=1
wjCj

,其中Cj=C2j为工件Jj 的完工时间,优先因子wj 是工件Jj

的一个权,它表示这个工件的重要程度。由于流水作业排序问题F2||􀰐Cj 是NP-困难的,因此问题F2|Pijr=

Pijmax{r
a,b}|􀰐wjCj 也是NP-困难的。本文的目的是要找出一个最优的排序,使得具有截断学习效应的加

权总完工时间最小,此问题可用三参数表示法表示为F2|Pijr =Pijmax{r
a,b}|􀰐wjCj

。

2优势性质

假设S1=(π1,Jj
,Jk,π2)为工件的一个排序,其中π1,π2 为已知的部分排序,Jj 和Jk 分别为排在S1 上的

第r和第r+1个位置的工件,将其中的工件Jj 和工件Jk 交换位置,可得另外一个排序S2=(π1,Jk,Jj
,π2)。

如果工件满足如下两个条件,可以得到S1 优于S2,即:C1k(S1)≤C1j
(S2),Ck(S1)≤Cj

(S2)和wjCj
(S1)+

wkCk(S1)≤wjCj
(S2)+wkCk(S2)。

性质1 若C1k(S1)≤C1j
(S2),Cj

(S1)≤Ck(S2),Ck(S1)≤Cj
(S2),且wj≥wk,则S1 优于S2。

证明 当Cj
(S1)≤Ck(S2),Ck(S1)≤Cj

(S2)时,有wjCj
(S1)+wkCk(S1)≤wjCk(S2)+wkCj

(S2)。又

因为S2 中工件Jk 排在工件Jj 之前,所以Ck(S2)≤Cj
(S2),又由wj≥wk,有:

[wjCk(S2)+wkCj
(S2)]-[wjCj

(S2)+wkCk(S2)]=(wj -wk)[Ck(S2)-Cj
(S2)]≤0,

故wjCj
(S1)+wkCk(S1)≤wjCj

(S2)+wkCk(S2)成立。 证毕

3下界

设机器要加工n 个工件,已知前k个是已经排好的工件序列,第k 个工件之后的工件未进行排序。令J[l]

表示排在第l个位置的工件,由此可以得出第k+1个工件的完工时间为:
C[k+1]=max{C[k],C1[k]+P1[k+1]max{(k+1)a,b}}+P2[k+1]max{(k+1)a,b}。
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  当C[k]≥C1[k]+P1[k+1]max{(k+1)
a,b}时,有:

C[k+1]= max{C[k],C1[k]+P1[k+1]max{(k+1)a,b}}+P2[k+1]max{(k+1)a,b}≥C[k]+P2[k+1]max{(k+1)a,b}。
  同理,可以求出第k+2个工件的完工时间满足:

C[k+2]=max{C[k+1]
,C1[k+1]+P1[k+2]max{(k+2)a,b}}+P2[k+2]max{(k+2)a,b}≥

C[k+1]+P2[k+2]max{(k+2)a,b}≥C[k]+P2[k+1]max{(k+1)a,b}+P2[k+2]max{(k+2)a,b}。
  类似可以得到第n 个工件的完工时间满足:

C[n]≥C[k]+P2[k+1]max{(k+1)a,b}+P2[k+2]max{(k+2)a,b}+…+P2[n]max{n
a,b}。

则加权总完工时间为:

􀰐
n
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wjCj =􀰐

k
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n

j=k+1
wjCj =􀰐

k

j=1
wjCj +C[k+1]w[k+1]+C[k+2]w[k+2]+…+C[n]w[n]≥

􀰐
k

j=1
wjCj +(C[k]+P2[k+1]max{(k+1)a,b})w[k+1]+(Ck +P2[k+1]max{(k+1)a,b})wk+2+…+

(Ck +P2[k+1]max{(k+1)a,b}+…+P2[n]max{n
a,b})wn ≥

􀰐
k

j=1
wjCj +Ck􀰐
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  令wmin=min{wk+1,wk+2,…,wn},则可以得到第一个下界为:

LB1=􀰐
k

j=1
wjCj +Ck􀰐

n

j=k+1
wj +wmin
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其中,P2(k+1)≤P2(k+2)≤…≤P2(n)。可由文献[14]知 􀰐
n

j=k+1
􀰐
j

l=k+1
P2[l]max{l

a,b}的最小值把工件按照P2j的从小

到大排序得到。
为了得到分支定界算法的另一个下界,当C[k]≤C1[k]+P1[k+1]max{(k+1)

a,b}时,有:

C[k+1]=max{C[k],C1[k]+P1[k+1]max{(k+1)a,b}}+P2[k+1]max{(k+1)a,b}≥
C1[k]+P1[k+1]max{(k+1)a,b}+P2[k+1]max{(k+1)a,b}。

  同理,第k+2个工件的完工时间满足:
C[k+2]=max{C[k+1]

,C1[k+1]+P1[k+2]max{(k+2)a,b}}+P2[k+2]max{(k+2)a,b}≥
C1[k+1]+P1[k+2]max{(k+2)a,b}+P2[k+2]max{(k+2)a,b}≥

C1[k]+P1[k+1]max{(k+1)a,b}+P1[k+2]max{(k+2)a,b}+P2[k+2]max{(k+2)a,b}。
第n 个工件的完工时间满足:
C[n]≥C1[k]+P1[k+1]max{(k+1)a,b}+P1[k+2]max{(k+2)a,b}+…+P1[n]max{n

a,b}+P2[n]max{n
a,b},

则加权总完工为:
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  令wmin=minwk+1
,wk+2

,…,wn{ },􀰐
n

j=k+1
wjC1k 是一个常数,􀰐

n

j=k+1
􀰐
j

l=k+1
P1[l]maxla,b{ } 的最小值可以把工件

按照P1j 的从小到大排序得到,􀰐
n

j=k+1
w[j]P2[j]max{j

a,b}的最小值可以把工件按照wjP2j 的从小到大排序得

到[14],由此可以得到分支定界的另一个下界为:

LB2=􀰐
k

j=1
wjCj +􀰐

n

j=k+1
wjC1k +wmin􀰐

n

j=k+1
􀰐
j

l=k+1
P1(j)max{l

a,b}+􀰐
n

j=k+1
w<j>P2<j>max{j

a,b}, (2)

其中,P1(k+1)≤P1(k+2)≤…≤P1(n),w<k+1>P2<k+1>≤w<k+2>P2<k+2>≤…≤w<n>P2<n>,P1(j)和w<j>P2<j>对应的工件

不一定相同。为了使下界更优,可以从求出的两个下界中选择最大的,作为该问题的一个下界,即:
LB=maxLB1,LB2{ }。 (3)
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4求解算法及数据仿真

由于F2|Pijr =Pijmax{r
a,b}|􀰐wjCj 是NP-困难的问题,故可以用启发式算法来求解大规模问题。该

算法的优点主要是可以简化计算过程,降低计算量。但是这种方法只能得到排序问题的近似解而非精确解。但

所得的近似解可以作为分支定界算法的初始解,即作为分支定界算法的上界。在分支过程中,如果有下界大于

这个上界的分支,则可以直接进行剪枝。
4.1启发式算法

受单机排序问题1||􀰐
n

j=1
wjCj 和文献[15]的启发,给出流水作业排序问题F2 Pijr=Pijmax{r

a,b}􀰐
n

j=1
wjCj

的启发式算法,具体如下。

启发式算法(HA) 步骤1,把工件按
P1j

wj

,j=1,2,…,n 非递减顺序排列;步骤2,把工件按
P2j

wj

,j=1,2,…,

n非递减顺序排列;步骤3,把工件按
P1j+P2j

wj

,j=1,2,…,n 非递减顺序排列;步骤4,把工件按权因子wj
,j=

1,2,…,n 非递增顺序排列;步骤5,对步骤1到步骤4,分别计算所求排序的目标函数,从中选取加权总完工时间

最小的排序,设为S;步骤6,设k=1;步骤7,设i=k+1;步骤8,通过交换第k和第i个位置的工件得到新的排

序S'。如果S'的加权总完工时间小于S 的加权总完工时间,则用S'代替S;步骤9,如果i<n,则i=i+1,转至

步骤8;步骤10,如果k<n-1,则置k=k+1,转至步骤7;否则,停止。
4.2数据仿真

对启发式算法的精确度进行分析,计算机运行的硬件环境为:Intel(R)Core(TM)i5-3210M 处理器,4G内

存;软件环境为:Matlab2014a。选取4个不同工件数n=10,30,70,100,在相同的工件数中随机选取10组数,
其中工件的加工时间Pj 在[1,100]中随机产生,工件的权wj 在[1,50]中随机产生,学习效应因子a=-0.2,
-0.4,-0.6和截断学习效应参数b=0.7。对于分支定界算法分别给出了加权总完工时间平均、最大计算时间

(单位:s)及平均和最大搜索节点数。对于启发式算法,给出了加权总完工时间与最优解之间的平均相对误差和

最大相对误差,即相对误差定义为:Z1 =􀰐wjCj
(HA)-􀰐wjC

*
j

􀰐wjC
*
j

,平均误差定义为 R0 =􀰐Z1

10
,其中,

􀰐wjCj
(HA)表示用启发式算法得到的加权总完工时间,􀰐wjC

*
j 为分支定界算法得到的加权总完工时间,10

表示对每个问题取10组实例进行计算,最大误差R1 为相对误差R0 中最大的误差。
通过数值计算,从表1可以得到启发式算法的最大误差为0.4117。再由表2可以看出分支定界算法的运行

时间会随着工件数量的增加而显著上升,当工件为100时,运行时间为458.2295s。

表1 启发式算法和分支定界算法

误差计算结果

Tab.1 Errorresultsoftheheuristic
algorithmandthebranch-and-boundalgorithm

n a R0 R1

10

30

70

100

-0.2 0.1864 0.3427
-0.4 0.1277 0.2966
-0.6 0.1893 0.3814
-0.2 0.1731 0.2904
-0.4 0.1730 0.4117
-0.6 0.1810 0.2600
-0.2 0.1885 0.2684
-0.4 0.1789 0.2852
-0.6 0.1587 0.3111
-0.2 0.1758 0.2646
-0.4 0.2082 0.2797
-0.6 0.1923 0.2431

表2 启发式算法和分支定界算法计算时间的结果

Tab.2 CPUtimeoftheheuristicalgorithm
andthebranch-and-boundalgorithm

n a
启发式算法时间/s 分支定界法计算时间/s 分支定界法节点个数

平均值 最大值 平均值 最大值 平均值 最大值

10

30

70

100

-0.2 0.0081 0.0106 0.0298 0.0432   367   459
-0.4 0.0072 0.0080 0.0220 0.0318 283 406
-0.6 0.0071 0.0078 0.0278 0.0356 366 450
-0.2 0.1004 0.2899 1.9524 1.9800 12269 13050
-0.4 0.0800 0.0827 1.9706 2.0417 13007 13874
-0.6 0.0817 0.0903 1.9952 2.0954 13050 13906
-0.2 0.6122 0.6835 85.2799 85.7590 105291 169120
-0.4 0.6146 0.6287 84.9920 85.2436 98762 138060
-0.6 0.6008 0.6099 85.0497 85.2733 110565 157511
-0.2 1.4419 1.7457 451.1879 458.2295 418621 495100
-0.4 1.4196 1.4376 449.5231 452.3626 390785 445087
-0.6 1.4049 1.4307 447.6379 453.7750 400865 485612
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5结论

本文研究了工件具有截断学习效应的加权总完工时间流水作业排序问题,机器限定为两台。由于没有截断

学习效应的排序问题为NP-难问题,所以本文研究的问题也是NP-难问题,由此提出了优势性质,一个启发式算

法以及两个下界来找到该问题的近似解和最优解。此类问题还有进一步研究的价值,如在多台(大于两台)机器

进行加工、不同的目标函数或受到其他因素影响下的排序问题等。
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OperationsResearchandCybernetics

FlowShopSchedulingProblemwithTruncatedLearningEffects

WANGXueru,BAIXuelian,WANGJibo,YINNa
(SchoolofScience,ShenyangAerospaceUniversity,Shenyang110136,China)

Abstract:[Purposes]Inordertogivetheoptimalsolutionofthetotalweightedcompletiontimeflowshopschedulingproblemwith
truncatedlearningeffects.[Methods]Amathematicalmodelofthetotalweightedcompletiontimeflowshopschedulingproblemwith
truncatedlearningeffectsisestablished,thedominanceproperty,lowerboundsandaheuristicalgorithmareproposed,thusthe
branchandboundalgorithmcanbeusedtoobtaintheoptimalsolutionoftheproblem.[Findings]Numericalsimulationsshowthat
thesolutionsoftheheuristicalgorithmarequiteaccurateandveryfast;theefficiencyofthebranchandboundalgorithmisvery
efficient,100jobsofthemaxCPUtimeofthebranchandboundalgorithmis460s.[Conclusions]Computationalexperimentsshow
thattheoptimalschedulecanbeobtainedquicklybythebranchandboundalgorithm.
Keywords:truncatedlearningeffect;flowshop;scheduling;branchandboundalgorithm;totalweightedcompletiontime
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