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关于一些李型单群的ONC-刻画
*
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摘要:【目的】为了弱化有限单群数量刻画的数量条件。【方法】用第一ONC-度量ONC1(G)刻画了李型单群L2(q)(q=
11,13,16,19,23,25,29)。【结果】证明了L2(q)(q=11,13,19,23,29)可以由 ONC1(G)唯一确定,并给出了在条件

ONC1(G)=ONC1(L2(q))(q=16,25)下,G 的分类。【结论】结果说明不是所有李型单群L2(q)都可以ONC-刻画。
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1预备知识及符号说明

20世纪80年代,Thompson提出著名猜想:同阶型群具有相同的可解性。该猜想由施武杰教授于1987年

在澳大利亚国际会议上公开,即:
猜想1 (Thompson猜想)设G,M 都是有限群,Sn G( ) 表示群G 中n 阶元组成的集合。如果|Sn G( )|=

|Sn M( )|,n=1,2,3…,那么G 与M 有相同的可解性,即G 可解当且仅当M 可解。
该猜想从提出到现在还没有得到完整解决。同一时期,施武杰教授提出“用群阶和元素阶之集刻画有限单

群”的著名猜想[1],即:
猜想2 (施武杰猜想)设G 是有限群,M 是有限单群,则G≅M 当且仅当 G = M 且πe G( )=πe M( ),

其中πe G( ) 表示群G 中元素阶的集合。

猜想2提出后的30多年时间里,施武杰教授等人做了大量工作,证明了它对几乎所有有限单群都成立[2-8]。
最后在中俄两国群论工作者的共同努力下,猜想2于2009年被完全证明[9]。现在,如何弱化猜想2的条件就成

为人们关注的热点问题。
对于猜想1,人们从最高阶元的个数出发,证明了它在一些特殊条件下是成立的[10-14]。而对于猜想2,在文

献[15-20]中,作者仅用最高阶元的阶和群的阶刻画了系列单群,部分的弱化了猜想2的条件。这些工作足以说

明最高阶元在刻画群的结构性质中有着特殊的地位。本文试图去掉“同阶型群”、“群阶相等”、“元素阶集合相

同”这些在数量刻画中非常重要的数量条件,只借助于与群中最高阶元素有关的几个数量来刻画有限群特别是

有限单群。
为了叙述方便,下面先对本文中出现的一些符号加以说明。
设G 是有限群,πe G( ) 表示群G 的元素阶的集合。i是一个正整数,πi( ) 是i的相异素因子的集合,π G( )=

π G( )。o1 G( ) 表示G 中最高阶元素的阶,n1 G( ) 表示G 中最高阶元素的个数。设G 一共有r个o1 G( ) 阶元,
其中心化 子 的 阶 两 两 不 同,并 依 次 设 这 些 中 心 化 子 的 阶 为c1 G( ),c2 G( ),…,cr G( )。令ONC1 G( ) =
o1 G( );n1 G( );c1 G( ),c2 G( ),…,cr G( ){ },称ONC1 G( ) 为G 的第一ONC-度量。Γ G( ) 表示G 的素图,tG( ) 表

示Γ G( ) 的连通分支数,并记Γ G( ) 的连通分支为 πi,i=1,2,…,tG( ){ }。如果G 的阶为偶数,则规定2∈π1
[21]。

φx( ) 表示x 的欧拉函数。设K,H 是两个群,用K·H 表示K 由H 的半直积。其余符号及术语是标准的。
设G 为一个有限群,H 是任意群。如果当ONC1 G( )=ONC1 H( ) 时,一定有G≅H,那么称G 是可以

ONC-刻画的。
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文献[22]用ONC-度量刻画了散在单群、单K3-群,证明了几乎所有散在单群和单K3-群都是可以ONC-刻

画的。本文将继续这一工作,主要对文献[23]中出现的李型单群L2 q( ) 进行讨论,其中q 为不超过30的素数

幂。由于文献[22]已经讨论了L2 4( )≅L2 5( )≅A5,L2 7( ),L2 8( ),L2 9( )≅A6,L2 17( ),因此本文只讨论q=
11,13,16,19,23,25,29的情形。而对q=27,由于情形要复杂得多,本文暂不讨论。

2主要引理

引理1[21] 设群G 的素图分支大于1,则G 的结构是如下之一:

1)G 是Frobenius群或2-Frobenius群;

2)G 有一正规列1◁H◁K◁G,使得 H 和G/K 是π1-群,K/H 是非交换单群,其中2∈π1,H 为幂零群,
而且 G/K | Out(K/H)。

引理2[24] 设 G 是 偶 阶 Frobenius群,K 是 Frobenius核,H 是 Frobenius补,则t(G)=2且Γ(G)=
{π(H),π(K)}。

引理3[24] 设G 是偶阶2-Frobenius群,则t(G)=2,且G 有正规列1◁H◁K◁G,使得π(K/H)=π2,

π(H)∪π(G/K)=π1,G/K | AutK/H( ) ,G/K 和K/H 均为循环群。特别地 G/K < K/H ,G 可解。

引理4[25] 设π'-群H 作用在π-群G 上,且G 和H 中至少有一个可解,则对任意素数p G ,G 中存在H-
不变的Sylowp-子群,并且G 的任意两个H-不变Sylowp-子群在CG H( ) 下共轭。

3定理及证明

定理1 设G 为有限群,M 为L2 q( ) q=11,13,19,23,29( )。则G≅M 的充分必要条件是ONC1 G( )=

ONC1 M( )。
证明 必要性显然,只讨论充分性。
当q=11时,ONC1 G( )=ONC1 L2 11( )( )= 11;23·3·5;11{ }。因为G 的11阶元都是自中心化的,所以

任何11阶元a 所在的共轭类长度都是 G/CG <a>( ) = G/<a>= G /11。设G 的11阶元一共分为t个共轭

类,则t· G /11=23·3·5,从而有 G |23·3·5·11。由n1 G( )=23·3·5知 G ≥23·3·5。因为

o1 G( )=11,所以11∈π G( )。如果2∉π G( ),那么 G =3·5·11。设x 为G 的Sylow11-子群的个数,则x=
11k+1且x|(3·5)。此时n1 G( )=10x=23·3·5,这不可能,故2∈π G( )。同理可证3∈π G( )。于是有

2,3,11{ }⊂π G( )。
由o1 G( )=11知11是Γ G( ) 的孤立点,从而t G( )≥2。由引理1知 G 或者是 Frobenius群,或者是

2-Frobenius群,或者G 有一正规列1◁H◁K◁G,使得 H 和G/K 是π1-群,K/H 是非交换单群,其中2∈π1,

H 为幂零群,而且 G/K | OutK/H( ) 。下证G 既不是Frobenius群,也不是2-Frobenius群。
设G 是Frobenius群,由引理2知t G( )=2且Γ G( )= π H( ),π K( ){ },其中 K 是Frobenius核,H 是

Frobenius补,所以K 要么是G 的Sylow11-子群,要么是G 的11'-Hall子群。设S 为K 的一个Sylow-子群,

因为K 幂零,所以有 H | S -1( )。于是可以选择K 的一个适当的Sylow-子群S 使得 H 􀰙/ S -1( ),从
而得出矛盾。因此K 不可能是Sylow11-子群。故设K 是11'-Hall子群。考虑K 的Sylow3-子群,有11|2,
矛盾。因此G 不是Frobenius群。

如果G 是2-Frobenius群,则由引理3知:t G( )=2且G 有正规列1◁H◁K◁G,使得π K/H( )=π2,

π H( )∪π G/K( )=π1,G/K | AutK/H( ) 。因为11是Γ G( ) 的孤立点,所以π2= 11{ },因此π H( )∪

π G/K( )⊆ 2,3,5{ }且 K/H =11。又因为 G/K | AutK/H( ) =10,所以3􀰙/ G/K ,于是3| H 。用G
中的11阶元g 共轭作用在 H 上,由引理4知存在 H 的Sylow3-子群 L 在该作 用 下 不 变。因 为11􀰙/

AutL( ) ,所以该作用为平凡作用,即G 中有33阶元,矛盾。因此G 不是2-Frobenius群。
于是G 有一正规列1◁H◁K◁G,使得 H 和G/K 是π1-群,K/H 是非交换单群,其中2∈π1,H 为幂零

群,而且 G/K | OutK/H( ) 。因为11是Γ G( ) 的孤立点,所以π H( )∪π G/K( )⊆ 2,3,5{ },11∈π K/H( ),
从而由文献[23]知K/H≅L2 11( )。如果 G =22·3·5·11,那么 H=1,G=K,即G≅L2 11( )。设 G =
23·3·5·11,因为 OutL2 11( )( ) =2,所以 G/K =1或2。如果 G/K =1,比较G 的阶有 H =2。用G
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中的11阶元作用在 H 上,该作用平凡,从而产生22阶元,矛盾。因此 G/K =2。此时K/H=K≅L2 11( ),
故G=L2 11( )×Z2 或G=L2 11( )·Z2,其中L2 11( )·Z2 表示L2 11( ) 由Z2 的半直积。如果G=L2 11( )×
Z2,则G 有22阶元,矛盾。如果G=L2 11( )·Z2,则o1 G( )=12,矛盾。于是G≅L2 11( )。

当q=13时,ONC1 G( )=ONC1 L2 13( )( )= 13;23·3·7;13{ }。类似情形q=11的讨论知 G |23·3·

7·13,2,7,13{ }⊂π G( ) 且G 有一正规列1◁H◁K◁G,使得 H 和G/K 是π1-群,K/H 是非交换单群,其中

2∈π1,H 为幂零群,而且 G/K | OutK/H( ) ,π H( )∪π G/K( )⊆ 2,3,7{ },13∈π K/H( )。于是由文献

[23]知K/H 只能同构于L2 13( )。如果 G =22·3·7·13,那么 H=1,G=K,即G≅L2 13( )。设 G =
23·3·7·13,因为 OutL2 13( )( ) =2,所以 G/K =1或2。如果 G/K =1,比较G 的阶有 H =2。用G
中的13阶元作用在 H 上,该作用平凡,从而产生26阶元,矛盾。故有 G/K =2。此时K/H=K≅L2 13( ),
因此G=L2 13( )×Z2 或G=L2 13( )·Z2,其中L2 13( )·Z2 表示L2 13( ) 由Z2 的半直积。如果G=L2 13( )×
Z2,则G 有26阶元,矛盾。如果G=L2 13( )·Z2,则o1 G( )=14,矛盾。于是G≅L2 13( )。

当q=19时,ONC1 G( )=ONC1 L2 19( )( )= 19;23·32·5;19{ }。类似情形q=11的讨论知 G |23·32·

5·19,2,5,19{ }⊂π G( ) 且G 有一正规列1◁H◁K◁G,使得 H 和G/K 是π1-群,K/H 是非交换单群,其中

2∈π1,H 为幂零群,而且 G/K | OutK/H( ) ,π H( )∪π G/K( )⊆ 2,3,5{ },19∈π K/H( )。于是由文献

[23]知K/H 只能同构于L2 19( )。如果 G =22·32·5·19,那么 H =1,G=K,即 G≅L2 19( )。设

G =23·32·5·19,因为 OutL2 19( )( ) =2,所以 G/K =1或2。如果 G/K =1,比较G 的阶有 H =
2。用G 中的19阶元作用在 H 上,该作用平凡,从而产生38阶元,矛盾。于是 G/K =2。此时K/H=K≅
L2 19( ),故G=L2 19( )×Z2 或G=L2 19( )·Z2。如果G=L2 19( )×Z2,则G 有38阶元,矛盾。如果G=
L2 19( )·Z2,则o1 G( )=20,矛盾。于是G≅L2 19( )。

当q=23时,ONC1 G( )=ONC1 L2 23( )( )= 23;24·3·11;23{ }。类似情形q=11的讨论知 G |24·3·

11·23,2,3,23{ }⊂π G( ) 且G 有一正规列1◁H◁K◁G,使得 H 和G/K 是π1-群,K/H 是非交换单群,其中

2∈π1,H 为幂零群,而且 G/K | OutK/H( ) ,π H( )∪π G/K( )⊆ 2,3,11{ },23∈π K/H( )。于是由文献

[23]知K/H 只能同构于L2 23( )。如果 G =23·3·11·23,那么 H=1,G=K,即G≅L2 23( )。设 G =
24·3·11·23,因为 OutL2 23( )( ) =2,所以 G/K =1或2。如果 G/K =1,比较G 的阶有 H =2。用

G 中的23阶元作用在 H 上,该作用平凡,从而产生46阶元,矛盾。于是 G/K =2。此时 K/H =K≅
L2 23( ),故G=L2 23( )×Z2 或G=L2 23( )·Z2。如果G=L2 23( )×Z2,则G 有46阶元,矛盾。如果G=
L2 23( )·Z2,则o1 G( )=24,矛盾。于是G≅L2 23( )。

当q=29时,ONC1 G( )=ONC1 L2 29( )( )= 29;23·3·5·7;29{ }。类似情形q=11的讨论知 G |23·

3·5·7·29,2,3,5,29{ }⊆π G( ) 且G 有一正规列1◁H◁K◁G,使得 H 和G/K 是π1-群,K/H 是非交换单

群,其中2∈π1,H 为幂零群,而且 G/K | OutK/H( ) ,π H( )∪π G/K( )⊆ 2,3,5,7{ },29∈π K/H( )。于是

由文献[23]知K/H只能同构于L2 29( )。如果 G =22·3·5·7·29,那么 H=1,G=K,即G≅L2 29( )。设

G =23·3·5·7·29。因为 OutL2 29( )( ) =2,所以 G/K =1或2。如果 G/K =1,比较G 的阶有

H =2。用G 中的29阶元作用在H 上,该作用平凡,从而产生58阶元,矛盾。于是 G/K =2。此时K/H=
K≅L2 29( ),故G=L2 29( )×Z2 或G=L2 29( )·Z2。如果G=L2 29( )×Z2,则G 有58阶元,矛盾。如果G=
L2 29( )·Z2,则o1 G( )=30,矛盾。于是G≅L2 29( )。 证毕

定理2 设G 为有限群,且ONC1 G( )=ONC1 L2 16( )( )= 17;27·3·5;17{ },则G 至少同构于下列群之

一:i)L2 16( );ii)L2 16( )·Z2;iii)AutL2 16( )( )。
证明 因为ONC1 G( )=ONC1 L2 16( )( )= 17;27·3·5;17{ },类似定理1的讨论知 G |27·3·5·17,

π G( )= 2,3,5,17{ }且G 有一正规列1◁H◁K◁G,使得 H 和G/K 是π1-群,K/H 是非交换单群,其中2∈
π1,H 为幂零群,而且 G/K | OutK/H( ) ,π H( )∪π G/K( )⊆ 2,3,5{ },17∈π K/H( )。于是由文献[23]知
K/H 只能同构于L2 16( )。

如果 G =24·3·5·17,那么 H=1,G=K,即G≅L2 16( )。

设 G =25·3·5·17,因为 OutL2 16( )( ) =4,所以 G/K |4。如果 G/K =1,那么有 H =2。用G
中的17阶元作用在 H 上,该作用平凡,从而产生34阶元,矛盾。故 G/K =2。此时K/H=K≅L2 16( ),由
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文献[23]知至少有G≅L2 16( )·Z2。

设 G =26·3·5·17,因为 OutL2 16( )( ) =4,所以 G/K =1,2或4。如果 G/K =1或2,则 H =
4或2。用G 中的17阶元作用在H 上,该作用平凡,从而产生34阶元,矛盾。故 G/K =4。此时K/H=K≅
L2 16( ),由文献[23]知G≅AutL2 16( )( )。

设 G =27·3·5·17,因为 OutL2 16( )( ) =4,所以 G/K |4,此时2| H 且 H |23。用G 中的17
阶元作用在Ω1 Z1 H( )( ) 上,该作用平凡,从而产生34阶元,矛盾。 证毕

定理3 设G 为有限群,且ONC1 G( )=ONC1 L2 25( )( )= 13;24·32·52;13{ },则G 至少同构于下列群之

一:i)L2 25( );ii)L2 25( )·22,L2 25( )·23,其中22,23 为OutL2 25( )( ) 的2个2阶元。

证明 因为ONC1 G( )=ONC1 L2 25( )( )= 13;24·32·52;13{ },类似定理1的讨论知 G |24·32·52·

13,π G( )= 2,3,5,13{ }且G 有一正规列1◁H◁K◁G,使得 H 和G/K 是π1-群,K/H 是非交换单群,其中

2∈π1,H 为幂零群,而且 G/K | OutK/H( ) ,π H( )∪π G/K( )⊆ 2,3,5{ },13∈π K/H( )。由文献[23]知

K/H 只能同构于L2 25( )。如果32|G ,由 OutL2 25( )( ) =22 知3| H 。用G 中的13阶元作用在 H 上,

该作用平凡,从而产生39阶元,矛盾。于是3| H 。如果 G =23·3·52·13,那么 H =1,G=K,
即G≅L2 25( )。

设 G =24·3·52·13,因为 OutL2 16( )( ) =4,所以 G/K |4。如果 G/K =1,那么有 H =2。用

G 中的13阶元作用在 H 上,该作用平凡,从而产生26阶元,矛盾。故设 G/K =2。此时由文献[23]知至少有

G≅L2 25( )·21,G≅L2 25( )·22 或G≅L2 25( )·23,其中21,22,23 为 OutL2 25( )( ) 的3个2阶元。当G≅
L2 25( )·21时,o1 G( )=26,矛盾。于是G≅L2 25( )·22 或G≅L2 25( )·23。 证毕
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AnONC-characterizationofSomeSimpleGroupofLieType

HELiguan
(CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Itaimstofindfewernumberstocharacterizeafinitesimplegroup.[Methods]SimplegroupsL2(q)(q=11,13,

16,19,23,25,29)arecharacterizedonlybyONC1(G).[Findings]L2(q),(q=11,13,19,23,29)canbeuniquelydeterminedby
ONC1(G),andtheclassificationsofgroupsGaregivenundertheconditionONC1(G)=ONC1(L2(q))(q=16,25).[Conclusions]

ThepresentstudyshowedthatnotallsimplegroupL2(q)canbeONC-Characterized.
Keywords:simplegroupofLietype;ONC-degree;ONC-characterization.
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