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摘要:【目的】含功能中心根顶点的网络的稳定性及可靠性有着很强的理论意义和现实意义。对可靠性和稳定性进行简化

运算,得出其减-缩边公式。【方法】先利用条件概率推导出二阶平方期望的减-缩边公式,再利用已有的一阶期望减-缩边

公式。【结果】得到方差的一个二阶分解递归计算方法,从而简化了运算。进一步,推导了一些特殊根图的具体的方差分

解计算公式。【结论】较好地解决了网络方差计算的减-缩边公式问题,研究了根顶点不同位置时候的网络稳定性及优化

问题,讨论了有均匀分布先验和Beta分布先验时,后验方差的计算公式问题。最后,结合期望和方差讨论了含根网络的

整体优化布局问题。
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生活中网络无处不在,比如,因特网、有线电视网、供水网、供电网和局域网等。这些网络有一个共同的特

点,就是网络中有一个功能中心(根),其他的用户(顶点)通过连线(边)与功能中心连接。而且,只有当这些顶点

与根连通的时候,才能正常工作,这样的网络被称为含根网络。

Colbourn最早引入含根网络的恢复力[1]概念,即设每个顶点总是不失效,而每条边在灾难发生时,独立以概

率p 幸存,则灾后与根正常连通的边数的概率,这是p 的多项式。此后,关于此类问题的研究有很多,比如,网络

可靠性[2]、渐近可靠性[3]、双概率可靠性[4]、成对可靠性[5-6]、持续力[7]和可到达性[8]等。后来,Aivaliotis等人[9]

进一步研究了根树的边数期望值。在此基础上,Bailey等人[10]设每个顶点总是不失效,而每条边在灾难发生时,
独立以概率p 幸存,则灾后与根正常连通的子图的顶点数,是一个随机变量,进而研究了很多有关性质。再后

来,Eisenstat等人[11]研究了顶点以概率p 幸存时候的顶点数期望值问题。Tang[12]研究了顶点以概率p 幸存时

候的边数期望值问题。
从已有文献看,关于含根网络的方差问题研究较少。众所周知,方差表示随机变量的波动性大小,能反映含

根网络的稳定性。本研究以方差作为含根网络的稳定性指标进行研究。

1平方期望与减-缩边公式

1.1期望值

设含根网络G=(V,E),其中,E 是边集,V 是顶点集,*表示根顶点。子集A⊆V,r(A)表示包含根的子图

A 中和根连通的边的数目。设图的每一个顶点(根顶点除外)在灾后的幸存概率是p,并且任何两个顶点是否幸

存是独立的,设边总是不失效。但是,在一个连接根的通路中,如果前面的顶点失效,则后面的边是不再考虑计数

的,即认为此边不再连通。所以边数是一个随机变量,即原问题转化为在概率环境中研究和根连通的边的期望值。
定义1 设G 是一个简单连通含根网络(即没有环和重边)。那么,它的边数期望值[12]是:

Eve(G;p)=􀰐
A⊆V

r(A)p|A|(1-p)|V-A|, (1)

其中,|A|表示集合A 的阶。
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由此定义可以计算一切含根网络的期望值,而且,此期望值与人们的一般概率意义的期望是一致的。期望

值可以作为网络的可靠性的指标。
定理1 设G 是一个简单连通含根网络[12],边e连接根*,它的另一端顶点是v。那么:

Eve(G;p)=p+p·Eve(GIe;p)+(1-p)·Eve(G-{v};p)。 (2)
其中,简单含根网络在缩边后,可能出现环,或者重边。把没有环、不与任何边相连的根,表示为φ*;仅有一个环

的根,表示为I*;令Eve(I*;p)=1,Eve(φ*;p)=0。
正如色多项式问题,减-缩边公式[13-16]在分解递归迭代计算有着很大的方便。这里,由(2)式可以很方便地

推导出一些特殊含根网络的期望值。
推论1 有n 个顶点(不包括根顶点)的路根图(表示为Pn)的期望值是:

Eve(Pn;p)=p+p·Eve(Pn-1;p)+(1-p)·0=􀰐
n

i=1
pi。

  推论2 有n 个顶点(不包括根顶点)的圈根图(表示为Cn)的期望值是:

Eve(Cn;p)=p+p·Eve(Cn-1;p)+(1-p)·Eve(Pn-1;p)。

  推论3 有n 个顶点(不包括根顶点)的扇根图(表示为Fn)的期望值是Eve(Fn;p)=np+(n-1)p2。
推论4 有n 个顶点(不包括根顶点)的轮根图(表示为Wn)的期望值是Eve(Wn;p)=np+np2。
推论5 有n个顶点(不包括根顶点)的完全根图(表示为Kn)的期望值是Eve(Kn;p)=np+(C2

n+1-n)p2。
推论6 直和,即不相交的并Eve(G1􀱇G2;p)=Eve(G1;p)+Eve(G2;p)。

1.2平方期望

图1 对含根网络递归使用减-缩边公式

Fig.1 Recursivedeletion-contraction
edgeofrootedtrigangle

定义2 设G 是含根网络,则平方期望值是:

E2V(G;p)=􀰐
A⊆V

[r(A)]2p|A|(1-p)|V-A|。 (3)

  由(3)式可以算出一切含根网络图的平方期望。比如,对
含根三角形(图1),有A={v1},E={a},r(A)=1;A={v2},

E={b},r(A)=1;A={v1,v2},E={a,b,c},r(A)=3。从而

算得E2V(G;p)=2p+7p2,故而当p=1,E2V(G;p)=9。而

p=1,即3条边全部幸存,边的平方数当然是9,这与事实吻合。
定理2 设G 是一个简单连通含根网络,边e(非环)邻接

于根*,另一端顶点是v。那么:

E2V(G;p)=(1-p)·E2V(G-{v};p)+
p·E2V(G/e;p)+2p·Eve(G/e;p)+p。 (4)

  证明 使用条件概率方法[17-18],令YG 是含根连通子图的

边数,则E(YG)=p·(YG|e→幸存)+ (1-p)·(YG|e→失

效)。而 当 边e 幸 存 时,YG =YG/e +1;当e 失 效 时,YG =
YG-{v},故:

E2V(G;p)=(1-p)·{􀰐A⊂V[YA-{v}]2p|A|(1-p)|V-A|} +p·{􀰐A⊆V [YA/e +1]2p|A|(1-p)|V-A|} =

(1-p)·E2V(G-{v};p)+p·E2V(G/e;p)+2p·Eve(G/e;p)+p。 证毕

  定理3 设G 是有n 条边的含根网络,则平方期望值的系数之和是n2,即E2V(G;p)=􀰐
i
aipi,那么:

􀰐
i
ai=n2。 (5)

  证明 令p=1,则E2V(G;p)=E2V(G;1)=􀰐
i
ai ;而p=1,意味着所有的边全幸存,故而此时边数的平

方为n2。 证毕

性质1 1)设含根网络G 有n条边,则E2V(G;p)能在O(n)时间内计算;2)对含根网络G,计算E2V(G;p)
是#P-完全。

(1)和(2)式相同于文献[12],证明略。
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性质2 设G 是有n 条边的简单含根网络,根顶点的度数是m,那么:1)E2V(G;p)=mp+p2g(p),g(p)
是整系数的p 的多项式;2)E2V(G;0)=0。

证明 1)当用(4)式分解含根网络G 成更小根图时,每次用掉根顶点的一条边,产生一个项p,而其余部分

是比p 高阶的多项式,从而得到上面结果。

2)当p=0,意味着所有的边失效,故而幸存的边数为0。 证毕

减-缩边公式(4)是非常重要的简化计算公式,下面是它的递归迭代应用。
例1 现在计算含根三角形网络(图1)的平方期望值。

E2V(G;p)=p+p·E2V(G/a;p)+2p·Eve(G/a;p)+(1-p)·E2V(G-{v1};p)=
p+p·[p+p·E2V(G/a/b;p)+2p·Eve(G/a/b;p)+(1-p)·E2V(G/a -{v2};p)]+

2p·[p+p·Eve(G/a/b;p)+(1-p)·Eve(G/a -{v2};p)]+(1-p)·[p+p·E2V(G-{v1}/b;p)+
2p·Eve(G-{v1}/b)+(1-p)·E2V(G-{v1}-{v2};p)]=

p+p·[p+p·1+2p·1+(1-p)·0]+2p·[p+p·1+(1-p)·0]+
(1-p)·[p+p·0+2p·0+(1-p)·0]=p+p·[p+p+2p]+

2p·[2p]+(1-p)·[p]=p+p·4p+4p2+(1-p)·p=2p+7p2。

  减-缩边公式在推导一些特殊图的平方期望计算是很有用的。
推论7 设Pn 是有n 个顶点的路根图,则它的平方期望是:

E2V(Pn;p)=(1-p)·0+p·E2V(Pn-1;p)+2p·Eve(Pn-1;p)+p=􀰐
n

i=1

(2i-1)pi。

  推论8 设Cn 是有n 个顶点的圈根图,则它的平方期望是:

E2V(Cn;p)=(1-p)·E2V(Pn-1;p)+p·E2V(Cn-1;p)+2p·Eve(Cn-1;p)+p。

  推论9 设Sn 是有n 个顶点的星根图,则它的平方期望是:

E2V(Sn;p)=(1-p)·E2V(Sn-1;p)+p·E2V(Sn-1;p)+2p·Eve(Sn-1;p)+p=
E2V(Sn-1;p)+2p·Eve(Sn-1;p)+p=np+(n2-n)p2。

2含根网络的方差

定义3 设G 含根网络,则方差是:

Var(G;p)=E2V(G;p)-[Eve(G;p)]2。 (6)

  由(6)式,可以算出任何含根网络的方差。容易看出,这是根据概率意义Var(X)=E(X2)-[E(X)]2 定义

的。而方差反映的是随机变量的波动大小。所以,本研究以方差作为衡量含根网络的稳定性。
例2 含根三角形网络(图1)的方差:

Var(G;p)=E2V(G;p)-[Eve(G;p)]2=(2p+7p2)-(2p+p2)2=2p+3p2-4p3-p4。

  同样易知,方差也是p 的多项式,并且按定义计算也非常麻烦。所以,减-缩边公式很重要。利用(4)式,可
以顺利推导出一些特殊含根网络的方差。

2.1一些特殊含根网络的方差

1)设Pn 是有n 个顶点的路根图,则它的方差是:

Var(Pn;p)=E2V(Pn;p)-[Eve(Pn;p)]2=􀰐
n

i=1

(2i-1)pi-
é

ë

ê
ê􀰐

n

i=1
pi

ù

û

ú
ú

2

=􀰐
n

i=1

[ipi-(n+1-i)pn+i]。

  2)设Cn 是有n 个顶点的圈根图,则它的方差是:

Var(Cn;p)=E2V(Cn;p)-[Eve(Cn;p)]2=(1-p)·E2V(Pn-1;p)+p·E2V(Cn-1;p)+
2p·Eve(Cn-1;p)+p-[(1-p)·Eve(Pn-1;p)+p·Eve(Cn-1;p)+p]2。

  3)设Sn 是有n 个顶点的星根图,则它的方差是:

Var(Sn;p)=E2V(Sn;p)-[Eve(Sn;p)]2=np-np2。
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2.2含根网络根顶点的优化

容易知道,含根网络的方差,不仅与幸存概率p 有关,而且与根顶点在网络中的位置有关。

图2 根不同位置的图

Fig.2 Differentlocationofroot

例3 设当根顶点在顶点v,此时含根网络记为Gv,如图2所示,
则容易算得,当根顶点在顶点1位置时,它的期望平方值和期望值,进
而算得它的方差。

E2V(G1;p)=p+9p2+16p3+19p4+4p5,

Eve(G1;p)=p+3p2+2p3+p4。

所以,Var(G1;p)=p+8p2+10p3+6p4-10p5-10p6-4p7-p8。
再由对称性,可知当根顶点在顶点2和3时,它的期望和方差,与

根顶点在顶点1时相同,即:

Eve(G1;p)=Eve(G2;p)=Eve(G3;p),Var(G1;p)=Var(G2;p)=Var(G3;p)。
同理,可以算得当根顶点在顶点4,5和6时它的期望值和方差值。

E2V(G4;p)=4p+18p2+21p3+6p4,Eve(G4;p)=4p+2p2+p3。

有:Var(G4;p)=4p+2p2+5p3-6p4-4p5-p6,E2V(G5;p)=3p+20p2+20p3+6p4,Eve(G5;p)=3p+4p2;

Var(G5;p)=3p+11p2-4p3-10p4,E2V(G6;p)=2p+8p2+21p3+18p4,Eve(G6;p)=2p+2p2+3p3。
同样,由于对称性,当根顶点在6和7时,它的期望值和方差也一样:

Eve(G7;p)=Eve(G6;p),Var(G7;p)=Var(G6;p),Var(G6;p)=2p+4p2+13p3+2p4-12p5-9p6。

图3 根不同位置的方差

Fig.3 Varianceofdifferentrootlocation

  图3显示了当概率p 取(0,1)之间不同数值时,不同

根顶点位置的含根网络的方差值变化曲线。明显可以看

到,随着p 取值从0到1增大,这些含根网络的方差值先

增加,到达最大值后,比较快速地下降。不同根顶点位置

的含根网络的方差,在p 不同的时期,方差值最小的含根

网络不一样。
从图3容易看到,当概率p∈(0,0.2856)时,根顶点

位于顶点1(或者2,3)的含根网络,它的方差是所有含根

网络中方差最小的;而当概率p∈(0.2856,0.3660)时,
根顶点位于顶点6(或者7)的含根网络,它的方差是所有

含根网络中方差最小的;最后,当概率p∈(0.3660,1)
时,根顶点位于顶点4的含根网络,它的方差是所有含根

网络中方差最小的。以上结果,由软件 Matlab7.0计算

所得。所以,当知道幸存概率p 的值时,恰当地选择根顶

点的位置,可以得到方差最小的含根网络,也就是稳定性最好的含根网络。

2.3概率p 有先验分布时的优化

当幸存概率p 有着先验分布时,可以利用Bayesian方法求得更准确的后验分布[19]。如果对它的先验分布

没有信息,那么,设它的先验服从(0,1)均匀分布,就是合理的。下面讨论一些特殊含根网络在p 服从(0,1)的均

匀分布先验时的方差。

定义4 设G 是一个简单连通含根网络,概率p 先验服从(0,1)的均匀分布,则它的均匀方差矩(Variance
uniformrank)为:

Vur(G)=∫
1

0
Var(G;p)dp。 (7)

  性质3 设Pn 是有n 个顶点的路根图,则它的均匀方差矩是:

Vur(Pn)=∫
1

0􀰐
n

i=1
ipi-􀰐

n

i=1

(n-i+1)pi+ndp=􀰐
n

i=1

i
i+1-

n+1-i
n+1+i

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。
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  性质4 设Sn 是有n 个顶点的星根图,则它的均匀方差矩是Vur(Sn)=∫
1

0
np(1-p)dp=

n
6
。同样,还可以

对图2所示的根图,求得它的根顶点在不同位置时的均匀方差矩。

例4 Vur(G1)=Vur(G2)=Vur(G3)=
1991
630 ≈3.160

,Vur(G4)=
267
140≈1.9071

,Vur(G5)=
13
6≈2.1667

,

Vur(G6)=Vur(G7)=
1133
420≈2.698

。

从以上均匀方差矩计算结果来看,当根顶点位于顶点4的时候,它的均匀方差矩最小,即这时稳定性最好;
而当根顶点位于顶点1(或者2,3)时,它的均匀方差矩最大,即这时稳定性最差。

定义5 设G 是一个简单连通含根网络,概率p 先验服从(0,1)的Beta分布,则它的Beta方差矩(Variance
betarank)为:

Vbr(G)=∫
1

0
Var(G;p)f(p;a,b)dp。 (8)

其中,概率p 有先验概率分布密度函数(a,b是参数)为f(p;a,b)=
Γ(a+b)
Γ(a)Γ(b)p

a-1(1-p)b-1。

性质5 设Pn 是有n 个顶点的路根图,则它的Beta方差矩是:

Vbr(Pn)=∫
1

0

æ

è
çç􀰐

n

i=1
ipi-􀰐

n

i=1

(n-i+1)pi+n
ö

ø
÷÷
Γ(a+b)
Γ(a)Γ(b)p

a-1(1-p)b-1dp=

􀰐
n

i=1

i(a+i)
a+b+i∏

i

j=1

a+i-j
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  性质6 设Sn 是有n 个顶点的星根图,则它的Beta方差矩是:

Vbr(Sn)=∫
1

0
np(1-p)

Γ(a+b)
Γ(a)Γ(b)p

a-1(1-p)b-1dp=
nab(a+1)

(a+b+2)(a+b+1)(a+b)
。

同样,还可以对图2所示的根图求得根顶点在不同位置时的Beta方差矩。
例5 比如,在参数a=2,b=1时,根顶点在不同位置时的Beta方差矩为:

Vbr(G1)=Vbr(G2)=Vbr(G3)=
2659
630 ≈4.2206,Vbr(G4)=

191
84 ≈2.2738

,

Vbr(G5)=
77
30≈2.5667

,Vbr(G6)=Vbr(G7)=
493
140≈3.5214

。

  从例5的Beta方差矩计算结果来看,在参数a=2,b=1时,当根顶点位于顶点4时,它的Beta方差矩最小,
即这时稳定性最好;而当根顶点位于顶点1(或者2,3)时,它的Beta方差矩最大,即这时稳定性最差。这个结果

与均匀分布时的结果是一致的。

3期望-方差优化

对于含根网络,一般是要求可靠性越大越好,即要求期望值要大。同时,又希望其稳定性要好,即要求方差

要小。一般很难同时达到这两个要求。这时的解决办法,就是给期望和方差以合理的权。
定义6 设G 是一个简单连通含根网络,权γ∈(0,1),则优化函数为:

u(G)=max
γ,p

γ·Eve(G;p)+(1-γ)· 1
Var(G;p)

é

ë
êê

ù

û
úú 。 (9)

容易知道,该函数是关于p,γ 的函数。
例6 含根网络的根顶点分别在不同位置时候的优化函数值与参数p,γ 的关系。当确定了参数p,γ 的值

以后,就可以算得各种情况下的优化函数值,进而比较大小,得到最大优化函数值。容易知道,在参数p,γ 都比

较小时,优化函数值都比较大。

4结语

本研究讨论了含根网络的各顶点在独立幸存概率下的可靠性和稳定性[20-21],得到了方差计算的减-缩边
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公式,使计算得到简化。讨论了两种先验概率下的稳定性优化,最后讨论了综合考虑期望与方差下的优化

函数。
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ReliabilityandStabilityStudyofRootedNet

TANGXiaoqing1,LIUYing2,LIUNianzu3

(1.SchoolofStatistics& Mathematics,ShanghaiLixinUniversityofAccountingandFinance,Shanghai201620;

2.DepartmentofScience&InformationScience,ShaoyangUniversity,ShaoyangHunan422000;

3.SchoolofInformationManagement,ShanghaiLixinUniversityofAccountingandFinance,Shanghai201620,China)

Abstract:[Purposes]Ithasstrongtheoreticalandpracticalsignificanceofstabilityandreliabilitystudyofrootednetworkwhich
containafunctioncenterroot.Andthesimplificationofcomputationisveryimportanttoexpectandvariance,soitwantstodeduce
thedeletion-contractionedgeformulaofvariance.[Methods]SoitaffordsthedefinitionofexpectedsquarevalueE2V(G;P),which
isexpectofedgesnumbersquare,thenthevarianceVar(G;P)isgot,andVar(G;P)isaproperstabilityindextoarooted
network.Then,thedeletion-contractionedgeformulaofE2V(G;P)basedonconditionprobabilityisgot.Alsoithasdeletion-
contractionedgeformulaofexpect.[Findings]Soasecondorderdecompositionrecursivecomputingvariancemethodisobtained,

whichdecomposethegraphintosomesmallersubgraphs.[Conclusions]Getitsdeletion-contractionedgeformulaofvariance,getthe
simplificationcomputation.Byusingthisformula,somecomputationalformulasofexpectedvalueforsomespecificrootedgraphs
aregot.Thestabilityofnetworkisalsostudiedwhentherootatdifferentvertexlocation,anditsoptimality.Later,theposteriori
variancecalculationisdiscussedwhentheparameterphasprioruniformdistributionandBetadistribution.Finally,expect-variance

globaloptimalityofrootednetworkcombinedexpectsandvarianceisproposed.
Keywords:rootednet;reliability;stability;deletion-contractionedgeformula;expect-varianceoptimality
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