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多目标优化中一类鲁棒有效解的最优性充分条件
*
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摘要:【目的】对多目标优化问题鲁棒有效解及一些相关性质进行讨论。【方法】利用Clarke方向导数意义下的线性化锥

对带不等式约束的非光滑多目标优化问题中一类鲁棒有效解进行讨论,并举例进行说明。【结果】得到了该问题的一些最

优性充分条件。【结论】所得的主要结果对最近一些研究工作做了改进与推广。
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多目标优化理论与方法在经济管理、交通运输、生态保护、工程设计与生产管理等诸多领域中都有着十分重

要且广泛的应用。近些年来,目标优化理论与方法研究已成为国际最优化领域中的研究热点之一。关于多目标

优化问题的研究已有大量成果
[1-3]。

最近,关于确定型多目标优化问题的各类鲁棒解及其性质以及不确定型多目标优化问题的鲁棒解及其性质

研究已经引起了一些学者的关注,并取得了一些研究成果[4-8]。特别地,2012年,Kuroiwa和Lee
[4]考虑了目标函

数和约束函数都含不确定信息的多目标优化问题,提出了这类不确定多目标优化问题的鲁棒对应形式,进而提

出了鲁棒有效解、鲁棒弱有效解、鲁棒真有效解的概念,研究了鲁棒真有效解和鲁棒弱有效解的一些标量化结

果。2014年,Ehrgott等人
[5]从不同的角度定义了鲁棒弱有效解、鲁棒有效解和鲁棒严格有效解的概念,并将处

理确定型多目标优化问题的线性加权标量化方法和-约束法推广到不确定多目标优化问题,并进一步研究了这些

鲁棒解的性质。
关于确定型多目标优化问题的各类鲁棒解及其性质研究,2013年,Georgiev等人

[9]考虑了线性多目标优化

问题,提出了鲁棒有效解的概念并建立了鲁棒有效解的充分必要条件。2015年,Zamani等人
[10]提出了一类新

的鲁棒有效解和鲁棒真有效解的概念,研究了带不等式约束的非光滑多目标优化问题的鲁棒有效解和鲁棒真有

效解的一些最优性必要条件和充分条件,并讨论了这类鲁棒有效解与其他几类鲁棒有效解之间的一些关系。
此外,线性化锥已被广泛应用于处理多目标优化问题,特别是在建立多目标优化问题各类解的最优性条件

方面具有重要作用
[11-13]。特别地,2015年,Zhao

[12]利用Clarke广义方向导数提出了非光滑意义下的线性化锥,
进而建立了一类带不等式约束的非光滑多目标优化问题有效解与真有效解的最优性条件。

受文献[10-13]中研究工作的启发,本文利用Clarke广义方向导数意义下的线性化锥研究了带不等式约束的非

光滑多目标优化问题一类鲁棒有效解的一些最优性充分条件,并给出了一些具体例子对主要结果进行了解释。

1预备知识

设Rn 表示n 维欧氏空间且A⊂Rn。则A 的锥包,代数内部和凸包分别定义为:
coneA={λaλ≥0,a∈A},coreA={x∈A ∀y∈Rn,∃λ>0,x+λy∈A},

convA={x∈Rn m ∈N,x=􀰐
n

i=1
λiyi,λi ∈ [0,1],yi ∈A,􀰐

m

i=1
λi=1}。

  记Ppos
(A)={y ∈Rn ∃m ∈N,y=􀰐

m

i=1
λiyi,λi ≥0,yi ∈A}。若Ai ∈Rn(i=1,…,l)是凸集,则
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Ppos(∪
l

i=1
Ai ) ={􀰐

l

i=1
λidi di ∈A,λi ≥0,i=1,…,l}。

A 在x 处的切锥定义为T(A,x)= d∈Rn ∃({xi}⊆A,{ti}⊆R);xi→x,ti↓0,
xi-x
ti

→d{ }。
定义1

[14] 设f:Rn aR在x∈Rn 附近是局部Lipschitz的。f 在x 处沿方向v 的广义方向导数f°(x,v)
和f 在x 处的广义梯度集分别定义为:

f°(x,v) limsup
y→x,t↓0

f(y+tv)-f(y)
t

,􀆟f(x)={ζ∈Rn f°(x,v)≥ζ
Tv,∀v∈Rn}。

  定义2
[14] 设h:Rn aR,如果对任意的d∈Rn,h°(x,d)存在且h°(x,v)=lim

t↓0

h(x+td)-h(x)
t

,则称函数

h 在x 处是正则的。
定义3

[15] 设f:Rn aR是拟凸的,若对任意的x,y∈Rn,λ∈[0,1],有:

f(λx+(1-λ)y)≤max{f(x),f(y)}。
  本文考虑如下带不等式约束的多目标优化问题:

(MOP)minf(x),

    s.t.gj
(x)≤0,j∈J={1,…,m},x∈X ⊆Rn。

其中f(x)=(f1(x),…,fp
(x))。X 是非空闭凸集且fi 与gi 是局部Lipschitz的。可行集Ω 和起作用约束指

标集I(x)分别记为Ω={x∈X gj
(x)≤0,j∈J},I(x)={j∈J|gi≤0},x∈Ω。

定义4
[1] 称x∈Ω 是(MOP)的有效解,若不存在x∈Ω 使得f(x)≤f(x)且f(x)≠f(x)。

定义5
[10] 设x∈Ω 是(MOP)的有效解,称x 是(MOP)的鲁棒有效解,如果存在ε>0使得对任意满足

‖C‖<ε的p×n 阶矩阵C,x 均是下面问题的有效解

minf(x)+Cx,
s.t.gj

(x)≤0,j∈J,x∈X。

2主要结果

Zhao
[12]利用Clarke广义方向导数定义了如下形式的线性化锥:

L(M(x),x)={d∈T(X,x)􀆟fi(x)
Td≤0,i∈ {1,2,…,p},􀆟gj

(x)Td≤0,j∈I(x)},

其中M(x)=∩
p

i=1
Mi(x),Mi(x)={x∈Rn|gj

(x)≤0,j∈J,fi(x)≤fi(x)},i=1,…,p。

为了建立本文的主要结果,首先给出下面的引理。
引理1

[13] 设f:Rn aR在y 处局部Lipschitz且正则。如果f 是拟凸,则对任意的x∈Rn,f(x)≤f(y)⇒
ξ
T(x-y)≤0,∀ξ∈􀆟f(y)。

引理2
[13] 设fi(i=1,2,…,p)和gi(j∈J)在x 处局部Lipschitz且正则。若fi 和gi 是拟凸的且

L(M(x),x)=0,则x∈Ω 是(MOP)的有效解。
引理3 设fi(i=1,2,…,p)和gj

(j∈J)在x∈Ω 处局部Lipschitz。记

P=Ppos(∪
p

i=1
􀆟fi(x)) +Ppos( ∪

j∈I(x)
􀆟gj

(x)),Q=cone(conv( (∪
p

i=1
􀆟fi(x)) ∪ ( ∪

j∈I(x)
􀆟gj

(x)) ) )。

则P=Rn⇔0∈core(clQ)。
证明 先证P=Q。对 ∀x ∈P,由P 的定义可知,存在

y∈Ppos(∪
p

i=1
􀆟fi(x)),z∈Ppos( ∪

j∈I(x)
􀆟gj

(x)),

使得x=y+z。进而存在di∈􀆟fi(x),d'j ∈􀆟gj
(x),λi≥0,μj≥0使得x=􀰐

p

i=1
λidi+􀰐

j∈I(x)
μjd'j=􀰐λ'ivi,

其中λ'i ≥0,vi ∈􀆟fi(x)∪􀆟gi(x)。故x ∈Q,即P ⊆Q。

反之,对 ∀x∈Q,由Q 的定义可知,存在λ≥0,y∈conv( (∪
p

i=1
􀆟fi(x)) ∪ ( ∪

j∈I(x)
􀆟gj

(x)) ) 使得x=λy。

进而存在y'∈∪
p

i=1
􀆟fi(x),y″∈ ∪

j∈I(x)
􀆟gj

(x)使得x =λ􀰐i
ω'iy'i +􀰐i

ω″iy″i
,其中ωi,ω″i ≥0且􀰐i

ω'i +
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􀰐i
ω″i =1。故x ∈P,即Q ⊆P。

下面证P=Rn⇔0∈core(clQ)。事实上,P=Rn⇔Q=Rn⇔clQ=Rn⇔0∈core(clQ)。 证毕

定理1 设fi(i=1,2,…,p)和gj
(j∈J)在x∈Ω 处局部Lipschitz且正则。若fi 是凸函数,gj 是拟凸函

数且L(M(x),x)=0,则x∈Ω 是(MOP)的鲁棒有效解。
证明 因为L(M(x),x)=0,所以由引理2可知x 是(MOP)的有效解。若x 不是(MOP)的鲁棒有效解,

则对任意的ε>0存在p×n 阶矩阵列{Ci}满足‖Ci‖<ε和{xi}∈Ω\{x}使得:

f(xi)+Cixi ≤f(x)+Cix 且f(xi)+Cixi ≠f(x)+Cix, (1)
且

gj
(xi)≤0=gj

(x),∀j∈I(x),xi ∈Ω。 (2)

令di=
xi-x
‖xi-x‖

。不失一般性,假定存在d∈Rn 使得di→d 且‖d‖=1。取ti=min
1
i
,‖xi-x‖{ }。则

ti↓0。因为Ω 是凸集,所以x+tidi∈Ω。从而有:

d∈T(X,x)。 (3)
因为f 是凸函数,所以f+C 也是凸函数。从而对任意的ξ∈􀆟f(x),均有:

f(xi)+Cixi ≥f(x)+Cix+(ξ+Ci)
T(xi-x)。

进一步由(1)式可得(ξ+Ci)
T(xi-x)≤0,(ξ+Ci)

T(xi-x)≠0,即:

ξ
T xi-x
‖xi-x‖

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤-CT

i

xi-x
‖xi-x‖

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,ξ

T xi-x
‖xi-x‖

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≠-CT

i

xi-x
‖xi-x‖

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。

两边同时取极限可得:

ξ
Td≤0,∀ξ∈􀆟f(x)。 (4)

又因为gj 是 拟 凸 函 数,所 以 由 引 理 1 和 (2)式 可 得 η
T(xi-x)≤0,∀η∈􀆟gj

(x),j∈I(x),即

η
T xi-x
‖xi-x‖

æ

è
ç

ö

ø
÷≤0,∀η∈􀆟gj

(x),j∈I(x)。两边同时取极限可得:

η
Td≤0,∀η∈􀆟gj

(x),j∈I(x)。 (5)
故由(3)~(5)式可得,0≠d∈L M x( ),x( ),与条件矛盾。 证毕

注1 定理1中f 的凸性假设必不可少。下面例子将对其进行说明。
例1 考虑多目标优化问题

min(f1(x),f2(x)),

s.t.g1(x)≤0,x∈R。

其中f1(x)=
1
2x
,f2(x)=

-
1
2x
,x <2

- 1
2x

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3

,x ≥2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

,g1(x)=x
3-64。

容易验证函数f2 是非凸函数。设x=4,易知L(M(x),x)=0且x 也是上述问题的有效解。然而,对任意

ε>0,它不是问题

min f1(x),f2(x)+
ε
4x

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

s.t.g1(x)≤0,x∈R

的有效解。事实上,对任意的ε >0,f1(x)=2,f2(x)+
ε
4x =-2

1
3 +ε,设xε =min-250,-

2
ε3{ }。当

-250<-
2
ε3
,即ε>

1
5

时,有f1(xε)=-125,f2(xε)+
ε
4xε=5-

125
2ε,显然f1(xε)-f1(x)<0且f2(xε)+

ε
4xε -f2(x)-

ε
4x <0

;当-250≥-
2
ε3
,即0<ε≤

1
5

时,f1(xε)=-
1
ε3
,f2(xε)+

ε
4xε =

1
ε -

1
2ε2
,显然

f1(xε)-f1(x)<0且f2(xε)+
ε
4xε -f2(x)-

ε
4x ≤0

。
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注2 注意到定理1中约束函数gj 的拟凸性假设是必不可少的。事实上,文献[13]中的例5.1表明:若fi 和

gj 在x处局部Lipschitz且正则,若fi 是凸函数且L(M(x),x)=0。但gj 不是拟凸函数,则x可能不是有效解,
进而也不是鲁棒有效解。

定理2 设fi(i=1,…,p)和gj
(j∈J)在x∈Ω处局部Lipschitz且正则。若fi 是凸函数,gj 是拟凸函数

且Ppos(∪
p

i=1
􀆟fi(x)) +Ppos( ∪

j∈I(x)
􀆟gj

(x)) =Rn,则x 是(MOP)的鲁棒有效解。

证明 由引理3可知

Ppos(∪
p

i=1
􀆟fi(x)) +Ppos( ∪

j∈I(x)
􀆟gj (x)) =Rn⇔L(M(x),x)={0}。

再由定理1可知,x 是(MOP)的鲁棒有效解。 证毕

注3 定理2是文献[10]中定理3.6的推广,放宽了约束函数的凸性条件至拟凸情形。
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inMultiobjectiveOptimization
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Abstract:[Purposes]Thestudyofvarioussolutionsformultiobjectiveoptimizationisaveryimportantsubjectinthestudyofmulti-
objectiveoptimizationtheoryandmethod.However,thestudyofrobustefficientsolutionhasimportantpracticalsignificanceand
applicationvalue.[Methods]BymeansoflinearizingconeinthesenseofClarkedirectionderivative.[Findings]Someoptimality
sufficientconditionsaregivenforakindofrobustefficientsolutionsofnonsmooth multiobjectiveoptimizationproblemswith
inequalityconstraints.Moreover,someconcreteexamplesarealsopresentedtoillustratethemainresults.[Conclusions]Themain
resultsimproveandgeneralizesomerecentresearchworks.
Keywords:nonsmoothmultiobjectiveoptimization;optimalityconditions;robustefficientsolutions;linearizingcone
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